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1 Alle kiirzesten Wege in einem Graphen G

Dieses Problem ist verwandt mit der Suche nach kiirzesten Wegen in einem Graphen G. Der
Unterschied besteht darin, dass nicht nur Wege von einem bestimmten Knoten aus zu den
restlichen ermittelt werden, sondern die kiirzesten Entfernungen zwischen jeweils zwei
Knoten in einem Graphen G bestimmt werden. Der Graph muss natlrlich gewichtet sein,
wobei es keine Rolle spielt, ob er gerichtet oder ungerichtet ist. In ungerichteten Graphen
werden die Kanten als Doppelpfeile in beide Richtungen angesehen.

In der Praxis finden die Algorithmen zur Bestimmung aller kirzesten Wege ihre Anwendung
z. B. flir StralRennetze, Flugrouten oder Bahnnetze, um die klrzeste Entfernung zwischen zwei
bestimmten Orten anzugeben.

2 Algorithmen fir kiirzeste Wege in G

2.1 Dijkstra - Algorithmus

Man kann sich leicht vorstellen, dass die Verfahren zur Bestimmung der kiirzesten
Entfernungen von einem Knoten aus zu allen anderen flr jeden Knoten in G angewandt
werden konnen, so dass schlie3lich alle kiirzesten Wege in diesem Graphen bekannt sind. Der
Dijkstra-Algorithmus zahlt zu diesen Verfahren. Der Verlauf des Algorithmus sieht folgender
Malen aus: alle Knoten werden in 3 Klassen eingeteilt, und zwar in gewahlte Knoten,
Randknoten und unerreichte Knoten. Gewéhlt wird ein Knoten dann, wenn die L&nge des
kirzesten Wegs vom Ausgangsknoten s zu ihm bekannt ist. Zu den Randknoten existiert eine
Verbindung von s aus und zu den unerreichten Knoten ist noch keine Verbindung hergestellt
worden. Aus der Menge der Randknoten wird nun derjenige v gewéhlt, der am néchsten zum
aktuell gewéhlten Knoten liegt. Nachdem ein Knoten gewéhlt ist, werden alle zu ihm
adjazenten Knoten in den Randbereich eingetragen. Falls dieser in einem Heap gespeichert
ist betragt die Laufzeit des Algorithmus O (n m log n) mit n: = [V|und m : = |E| (fur
Bestimmug aller kiirzesten Wege).

Nachdem zwei Knoten s und v gewéhlt sind, wird allerdings die Entfernung (s,v) als die
kiirzeste zwischen s und v gespeichert und kann nicht mehr verandert werden. Aus dieser
Tatsache folgt, dass der Dijkstra-Algorithmus nur fiir Distanzgraphen (c: E->Rg" ;¢ :
Kostenfunktion des Graphen G ) bestimmt ist, da er darauf basiert, dass durch Hinzunahme
weiterer Kanten die Entfernung zum Ausgangspunkt s nur langer werden kann. Fur Graphen
mit negativen Kantenlangen liefert der Algorithmus in den meisten Féllen ein falsches
Ergebnis:
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Der Dijkstra-Algorithmus wirde an dieser Stelle fir c((a,b)) folgendes berechnen: a wird

gewdhlt, dann wird der Knoten b aus dem Randbereich genommen, weil er am néchsten zu a
liegt. Danach ist auch b gewahlt und die kiirzeste Entfernung von a nach b mit c(d(a,b)) =4
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wird als die Endgultige gespeichert ( d: der kiirzeste Weg ). Der richtige kiirzeste Pfad (a,b)
geht jedoch Gber w und g, so dass die entsprechende Entfernung 0 Langeneinheiten betrégt.

2.2 Ford — Algorithmus

Dieser Algorithmus basiert genauso wie der Dijkstra-Algorithmus auf Adjazenzlisten, erlaubt
aber, die kirzesten Wege in beliebigen, bewerteten Graphen zu bestimmen. Mittels n-facher
Wiederholungen kdnnen natirlich alle kiirzesten Wege in diesen Graphen bestimmt werden.
Fur den Ford-Algorithmus sind nur Randknoten von Bedeutung, zwischen gewahlten und
unerreichten Knoten wird nicht unterschieden. Die als erste berechnete Entfernung zwischen
zwei Knoten s und v wird jetzt nicht als die Entgultige angesehen — sie wird mit L&ngen aller
existierenden Pfade (s,v) verglichen, und die minimale unter diesen schlief3lich in c(d(s,v))
gespeichert. Flr den oben erwahnten Beispiel wirde der Ford-Algorithmus zuerst den Weg
(a,b) mit 4 Langeneinheiten finden, dann aber (weil a und b nicht mehr gewéhlt werden) den
Pfad a->w->g->b mit 0 LE, so dass c(d(a,b)) = 0 als das entguiltige Ergebnis geliefert wird.
Die Laufzeit des Ford-Algorithmus mit n-facher Wiederholung fur alle kiirzesten Wege
betragt O (n*). Genauso wie der Dijkstra-Algorithmus halt er an, nachdem der Randbereich
leer ist.

3 Direkte Verfahren zur Bestimmunq aller Kiirzesten
Wege in G

3.1 Ein auf Matrixmultiplikation basiertes Verfahren

Naturlich gibt es auch direkte Verfahren, um alle kiirzesten Wege in beliebigen, bewerteten
Graphen zu bestimmen. Eines davon hangt mit der Matrixmultiplikation zusammen und
arbeitet deshalb mit Adjazenzmatrizen. Die Idee des Verfahrens ist in der folgenden Skizze
dargestellt:

m-1 Kanten

m-1 Kanten

0 ,falls i=j
dij(m):
min (dij(M-1), min 1<k<n @ik(M-1) + ckj)) fallsizj |

wobei dij(m) den Weg von i nach j mit héchstens m Kanten bedeutet und m{0, 1, 2,..., n-1}ist
Dieses Verfahren vergleicht fir alle Knotenpaare die Pfadléange c((i,j)) mit hdchstens m-1
Kanten mit den ,,Umwegen* Uber jeden Knoten in G. Der ,,Umweg* besteht jeweils aus
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hochstens m-1 Kanten von i zum Zwischenknoten k und nur einer Kante von k nach j. Die
minimale Entfernung wird dann in di,-(”‘) gespeichert. Da es auf einem kirzesten Weg von i
nach j maximal n-1 Kanten geben kann (vorausgesetzt der Graph besitzt keine negative
Zyklen), halt der Algorithmus nach n-1 Schritten an.

Um auf die allgemein bekannte Matrixmultiplikation zu schlieBen, muss der oben definierte
Term umgeformt werden:

di™ = min (d;™, min 1gen (@™ + ci))
wegen di™Y = d;™Y + ¢;(=0)

O di™ = min 1qeen (dic™? + ci)

Seien A = (ai,-)i,,-g{l

Unter Berucksichtigung des vorher gewonnenen rekursiven Terms

di™ = min 1<y (d;™Y + ci;) definiert man eine neue Operation auf den Matrizen A und B so,
dass ,,+“ durch ,,min“ und ,,[1 durch ,,+“ ersetzt wird. Demzufolge sieht die
»~Matrixmultiplikation* jetzt so aus:

Mit dieser Definition kann man die Losung des Problems aller kiirzesten Wege in einem
Graphen auf eine verénderte Form der Matrixmultiplikation zurtckfihren.

di™ = min 1 @™ +c) O D™M=DM™VecC fir m0{0,1,2,...,n-1}

C ist die vorher bestimmte Matrix der Kostenfunktion c: E->R
Folgender Algorithmus beschreibt die VVorgehensweise des Verfahrens:

Algorithmus (Pseudocode): alle kiirzesten Wege in G = (V,E) mit C als Matrix der
Kostenfunktion c: E->R

n: =1V,
DW: =C;
form: =2ton-1do
D™: = einzelne kiirzeste Wege ( D™V, C);
return D(n-1);

Algorithmus (Pseudocode): einzelne kiirzeste Wege (D,C)

n:=|V|;
let D= (d"j;) be an n x n-matrix
fori:=1tondo
forj:=1tondo
d'ij: <- 00;
fork:=1tondo
d,iji = min( d’ij, dix + Ckj );
return D’;



Die 4 for-Schleifen in beiden Teilalgorithmen liefern eine Gesamtlaufzeit von O( n*), was fiir
breite Graphen von groRem Nachteil ist.
Es ist jedoch mdglich, diese Laufzeit zu verbessern. Wenn man bedenkt, dass nur die letzte
Matrix D™V von Bedeutung ist, so lasst sich der Zeitaufwand auf O( n* log n ) verkiirzen. Die
Berechnung erfolg%lgiann nur fur Matrizen mit 2er Potenzen als die hochste Kantenzahl:

DYV =C

p@=c?=c0c

DY =c*=c?0c?

D (2 1 Og(n-1)0) =C (2 1 Og(n-1)0)

Fiir alle m = n-1 gilt D™ = DY | da die kiirzesten Entfernungen bereits in D% gespeichert
sind und weitere Hinzunahme von Kanten den Weg nur verlangern kann . Folglich gilt auch
fir das Endprodukt D @1 90-00. p @1 8000 = {1 per Algorithmus stellt den
genaueren Ablauf dar:

Algorithmus (Pseudocode): alle kiirzesten Wege in G = (V;E) mit C als Matrix der
Kostenfunktion ¢: E->R in O(n®log n)

n: =|V|;
DY =¢;
m: =1,

while n-1>m do
D(2m): = einzelne kiirzeste Wege (D™, D™);
m: =2m;

return D(m);

3.2 Floyd - Algorithmus

Dieses Verfahren basiert genauso wie die Matrixmultiplikation auf Adjazenzmatrizen, ist
jedoch etwas schneller.

Das Prinzip des Algorithmus besteht darin, dass man alle Knoten nacheinander zu einem
sogenannten Pivot-Element wahlt:

@®

Mit
0,fallsi=|
dij(k) =

min( dij(k-1), dj (k1) + dj(k-1) ), falls i # j

furk 040, 1, 2,..., n}. Hier wird der direkte Weg von i nach j mit hochstens k-1 Knoten mit
dem ,,Umweg* Uber das Pivot-Element k verglichen, wobei die Pfade (i,k) und (k,j) jeweils
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hochstens k-1 Knoten enthalten diirfen. Die minimale Entfernung c(d(i,j)) wird in d;®
gespeichert. Nachdem jeder Knoten zum Pivot-Element gewahlt wurde, halt der Algorithmus
an. Der folgende Pseudocode stellt den genauen Ablauf dar:

Algorithmus : Floyd-Algorithmus ( C)

n:=|V
DY = C;
fork=1tondo
fori=1tondo
ford'(: ltondo
dij ) = min (dij(k_l), dik(k_l) + dkj(k_l) );
return D™:

Da jeder Knoten als Anfangs- und Endpunkt eines Pfades und zusétzlich als Pivot-Element im
Algorithmus verwendet wird ( vgl. 3 for-Schleifen), betragt die Laufzeit fur den Floyd-
Algorithmus O( n*).

Genauso wie das Verfahren auf der Basis von Matrixmultiplikation, kann der Floyd-
Algorithmus feststellen, ob ein Graph negative Zyklen enthélt, und zwar, ist es dann der Fall,
wenn in der Endmatrix D™ auf der Diagonale mindestens ein negativer Eintrag steht. D.h.
von dem Knoten zu sich selbst gibt es einen Pfad mit L&nge, die kleiner als 0 ist. Diese
Tatsache lasst darauf schlie3en, dass in G Zyklen negativer Lange vorhanden sein missen.

4 \Warshall — Algorithmus

Es existiert eine etwas veranderte Form des Floyd-Algorithmus, die der Bestimmung der
transitiven Hiuille eines Graphen G dient — der Warshall-Algorithmus. Die transitive Hille G
von G ist folgender Mal3en definiert:

Falls in G keine Kante von i nach j existiert, jedoch aber ein Pfad tber k (entspricht dem
Pivot-Element von vorher), wird die Kante (i,j) hinzugefugt. Nachdem alle Kanten in dieser
Weise gepruft sind, erhalt man die transitive Hille G".

Algorithmus : Warshall-Algorithmus (W)

n:=|Vl
T = w;
fork=1tondo
fori=1tondo
forj=1tondo
% = %P0 04"V,
return T;



Die Matrix W enthalt als Eintrége 0, falls die Kante nicht existiert, und 1, falls sie vorhanden
ist.

Da der Algorithmus die gleiche Struktur wie der Floyd Algorithmus besitzt, betragt auch hier
die Laufzeit O(n®).
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