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Zusammenfasaing:

Inhalt dieses VVortrages snd de theoretischen Hintergriinde und das Generieren
von maximalen Matchingsin bipartiten Graphen. Dabei werde ich schrittweise
an den ungarischen Algorithmus heranfiihren, der nach maximalen Matchingsin
bipartiten Graphen sucht. Dieser Algorithmus benutzt die Erkenntnisse aus

dem Satz von Berge und dem Helratssatz von Hall, dieich varher erlautern und
beweisen werde.

Eswird auch nach ein Ausblick zur Bestimmung von oimalen Matchingsin
bipartiten Graphen gegeben. Dabei ist der Algorithmus von Kuhn-Munkres von
zentraler Bedeutung



Grundlegende Begriffe

Ein Matching M (auch Paaung) ist eine Tell menge der Kanten eines Graphen
G=(V, E), wenn M keine Schlingen enthdlt und keine avel Kanten aus M
inzident sind, d.h. k n | =0 far dlek, | O M mit k#l. Diese Kanten haben aso
keine gemeinsamen Endknden.

Die Knaten, diein einem Matching M nicht mit einer Kante aus M inzident sind,
werden frei genannt. Ansonsten nennt man sie gemadt oder geséttigt.

Normalerweise will man in einen Graphen das perfekte Matching, welches keine
freien Knoten mehr enthdlt (M| = [V|/2), bestimmen. Lésg sich ein solches
nicht ermitteln, z.B. fall s der Graph eine ungerade Anzahl an Knoten enthdlt,
will man das maximale Matching kestimmen.

Man nennt ein Matching M maximal, falls G kein Matching M” enthdlt mit

M| < M.

Man nennt ein Matching M gesattigt, falls man deses Matching un keine
Kante mehr vergrofern kann.

Ein gesdttigtes Matching ist aber nicht immer das maximale Matching, wie man
sich durch ein Gegenbeispiel veranschaulichen kann.

Bipartite Graphen

Oft ist esin der Anwendung mcht sinnvdl, Kanten zwischen den Knoten der
gleichen Gruppe auzulassen. Solche Graphen werden bipartit genannt. Man
kannalso de Knaten in einem bipartiten Graphen mit zwei Farben so einfarben,
dasskeine Kanten zwischen den Knoten mit der gleicher Farbe verlaufen.

Mit dieser Klasse von Graphen werden z.B. Lehrer und Schulklassen modelli ert.
Bestimmt man das maximale Matchingin desen Graphen, hat man einen
optimalen Stundenplan gefunden.

Bipartite Graphen besitzen keine Zyklen ungerader Lange. Daher sind
Algorithmen zur Konstruktion vonmaximalen Matchingsin bipartiten Graphen
auch weniger komplex.

Der Haratssatz von Hall

Satz: Sel G=(XUY, E) ein bipartiter Graph mit [X| < [Y].
G hat MatchingM mit [M| = |X] = [N(S)| = || fur alle STX,
wobel
N(S):={ydY |{x,y} OE, xS}
(N(S) ist die Nachbarschaft der Knotenmenge S.)



Dieser Satz gibt also ein Kriterium dafir an, wann ein bipartiter Graphein
Matching kesitzt, durch dasjeder Knoten in X gesattigt wird.

Im folgenden Beweis bezachnen wir die Menge X als die Menge der Jungen,
undY asdie Menge der Madchen. Dannist N(S) die Menge der Madchen, von
denen jede mit mindestens einen Jungen aus S befreundet ist.

Bewels:

Sei n = |X|.

,“ Flr jedesk, 1 < k< n existiert nach Vorausstzungeine Untermenge Svon
k Jungen, die nur dann all e heiraten kdnren, wenn sie mindestens k
Freundnnen haben. Also [N(S)| >=k und daraus [N(S)| >=S.

. * Durch voll standige Indukion rach der Anzahl der Jungen beweiseich,
dassjeder Junge mit einer seiner Freundnnen verheiratet werden kann.

Indultionsanfang: n=1

Es gibt aso nur einen Jungen, den wir x nennen wollen. Dannist S={x}, und
aus der Vorausstzungfolgt, dass|N(S)| =|S] =1. Also besitzt der Junge ene
Freundn, mit der wir ihn verheiraten konren.

Induktiionschritt: n-1->n

Nad Induktiionsannahme kénren alle n-1 Jungen eine ihrer Freundnnen
heiraten. Wir wollen nunzegen, dassauch alle n Jungen verheiratet werden
kénren. Dazu betrachten wir zwei Féle:

1. Fal:

Jede Menge von k(1< k <n) Jungen habe ausammen mindestens k+1
Freundnnen. Dies bedeutet, dassfur jede Teillmenge Svon X mit |§ <n
gilt, dass|N(S)| = |§| + 1. Die Vorausstzungist also erfillt, wobei ein
Méadchen Glrighleibt.

Wir verheiraten nuneinen beli ebigen Jungen mit einer seiner Freundnnen.
Dann Hdeiben nach n-1 Jungen dlrig, die verheiratet werden missen. Es wéare
jetzt moglich, dassdurch dese Heirat ein weiterer Junge nicht mehr heiraten
konnte. Wir kbnren aber auf unsere Indukionsvoraussetzung zuriickgreifen,
die besagt, dassall e Jungen einer kleineren Tellmenge verheiratet werden
konren.

2. Fal:

Es gibt eine Teilmenge S mit k Jungen (k<n), die gemeinsam genau k
Médchen kennt. Also ist die Vorausstzungerfullt. Nad Induktiionsannahme
konren alle k Jungen verheiratet werden. Esbleiben also nach n-k Jungen
tbrig, die noch nicht verheiratet sind. Aber jede Auswahl h von desen n-k
Jungen (1< h < n-k) mussmindestens h Freundnnen haben, da andernfall s



diese h Jungen zusammen mit der vorigen Auswahl von kJungen weniger as
h+k Freundnnen haben wirden.

Also kdnren alle n Jungen verheiratet werden.

Erweternde Wege

Wie man einfach zeigen kann, fuhrt ein greedy — Algorithmus nicht immer zu
einen maximalen Matching. Wir missen daher anders vorgehen.

Wir zeigen nunein einfaches Verfahren aus einem nicht maximalen Matching
ein goleres zu korstruieren. Dabel wird voneinen freien Knoten ein
alternierender Weg zu einen anderen freien Knoten gesucht.

Alternierende Wege bestehen aus Kanten, die dowedselndin den Kanten des
Matchings undin den restlichen Kanten des Graphen liegen.

Gibt es einen aternierenden Weg zwischen freien Knoten, so heil3t dieser
erweiternder Weg und das Matching kann um eine Kante vergrofiert werden,
indem die Kanten de auf dem Weg undim Matching liegen, aus dem Matching
entfernt werden, und de anderen Kanten auf diesen Weg in das Matching
aufgenommen werden. Dieses Verfahren heil3t Umférben entlang eines
erweiternden Weges.

Besitzt der Graph nunweniger als zwel frei Knoten oder kann kein erweiternder
Weg mehr ermittelt werden, dannist dieses Matching maximal. Diesen
Zusammenhang dickt der Satz von Berge aus, dessen Beweisfolgt.

Um den Satz von Berge a1 beweisen, mussich nach auf die symmetrische
Differenz zawischen zwei Matchings eingehen.

Symmetrische Differenz

Seien M undM” zwel Matchingsin einen Graphen G=(V, E). Die symmetrische
Differenz der beiden Matchingsist

MAM=M\M)O(M \M)
Die symmetrische Differenz gibt also de Kanten an, diein M oder M”, aber
nicht in den beiden Matchings liegen.

Bil det man mit der Kantenmenge M A M” einen Untergraphen T, dannlésg sich
jede ausammenhdngende Komporente von T einen der folgenden zwel Typen
zuordnen:
(1) einen Zyklus gerader Lange, desen Kanten abwedhselndin M undM”
liegen.
(2) einem Weg, desen Kanten abwedhselndin M undM” liegen und assen
Endknaden in einem der beiden Matchings frel sind.



Satz von Berge

Satz: Ein Matching M in einen Graphen G=(V, E) ist genau dann maximal,
wenn G keinen M-erweiternden Weg enthélt.

Bewels:

,“ Annahme: Es gibt einen M-erweiternden Weg in G
Dann kdnrie &er M durch Umférben entlang deses erweiternden Weges
vergrof¥ert werden. Widerspruch!

,0" Sel M” ein weiteres beli ebiges maximales Matching vonG.
Beh. M| =|M"|, denn:
Betrachte die ausammenhéngenden Komporenten des Untergraphen T von
G, der durch de Kantenmenge M A M” gegeben ist:
Fall s es einen Weg ungerader Lange gibt, wére dieser entweder M oder
M~ - erweiternd. Widerspruch!
Also enthdlt jede aisammenhdngende Komporente von T entweder Wege
oder Zyklen gerader Lange.
Aber jeder Zyklus oder Weg gerader Lange besitzt dieselbe Anzahl von
Kanten aus M wie auisM”.
Daraus. |[M\M’|=|M"\ M |. Esfolgt: [M|=[M"|
M hat also genauso viele Kanten wie das maximale Matching auf G, daher
ist auch M maximales Matching.

Um jetzt einen Algorithmus anzugeben, missen wir noch wissen, wie man einen

M-erweiternden Weg sucht. Wir konstruieren durch Tiefensuche eénen Baum H

mit der Wurzd x.

Wir erinnern urs an de Eigenschaft bipartiter Graphen, keine Zyklen ungerader

Lange au enthalten. Daher gibt es bezogen auf den Startknoten x nur zwei Arten

Knoten: mit geradem oder ungeradem Abstand zu x.

Deshalb het dieser Baum folgende Eigenschaften:

- X ist einfreier Knaten in G bzgl. des Matchings M.

- Fur jeden Knaten vin H ist der einzige Weg von vzur Wurzd x ein
M-alternierender Weg.

Deshalb wird deser Baum auch M -alternierender Baum genant.

Ungarische M ethode

Jetzt missen wir nur noch wissen, wannwir die Suche nadch einen M-
erweiternden Weg voneinen freien Knoten x aus abbrechen kénren.

Zu desem Zwedk besitzt die ungarische Methode avei Mengen SundT.
Senthdlt alle Knoten de geraden Abstand zum freien Knoten x haben, T
enthalt all e Knoten mit ungeraden Abstand zu x.



FallsnunN(S) = T kdnren wir die Suche nad einen M-erweiternden Weg
abbrechen, da der Heiratssatz von Hall besagt, dasskein Matching existiert, dass
alle Knoten von S séttigt.

(INES)|=[T[=[S{x}| =[5 - 1, dso N(S)| < |S])

Falls N(S) <> T kann de Suche nadch einen M-erweiternden Weg fortgesetzt
werden. Es ergibt sich nunfolgender Algorithmus:

Se1 M emn behiebiges Matching oder die leere Menge.
WHILE (freier unmarkierter Knoten in G)
x = freter unmarkierter Knoten;

S.add(x),
T =null;
WHILE (N(S) <=T)
nimm ein y aus N(S) '\ T,
y frei1?
TRUE FALSE
Umfaerben(x, v); | suche Kante (y, z) in M
break; S.add(z),
T.add(y)

Die innere Schleife terminiert, da nadch jedem Durchlauf entweder durch
Umfarben zwei frel Knoten weniger im Graphen vorhanden sind, oder die
Mengen SundT vergrof¥ert werden(maximal alle Knaten des Graphen O(|V|)).
Danur endich viele freie Knaten jeweil s einmal getestet werden miissen,
terminiert die &ilere Schleife. lhre maximale Laufzat betragt O(|V|).

Die Komplexitadt des ungarischen Algorithmus betrégt daher O(|V?).

Ford-Fulkerson M ethode

Das maximale Matching kannin hipartiten Graphen auch mit Hilfe des
Algorithmus von Ford-Fulkerson zur maximalen Flu3kestimmung gl st
werden. Zu desem Zwedk wird der ungerichtete bipartite Graph G=(XUY/, E)
folgendermalien verandert:

ErweitereGzuG'=(X O Y UO{q,s},E)mit E=EUO{(gx) |xOX} O{(y,s) |
y Y } und adne jeder Kante die Kapaatét 1 zu.

Dadurch, dasswir jeder Kante die Kapaatéat 1 zuordnen, stellen wir sicher, dass



zu jedem Knoten héchstens eine aljazente Kante im Matching liegt, so dass
nach dem Algorithmus ein maximales Matching varli egt.

Optimales M atching

Bisjetzt haben wir uns nur auf ungewichtete bipartite Graphen beschrankt.
In der Praxis werden aber auch Wertungen zwischen den einze nen Objekten
bendtigt(z.B. die Eff ektivitét eines Arbeiters, eine bestimmte Aufgabe zu
erfullen). Diesfuhrt uns zu folgender Definition:

Sei G=(X0Y, E) ein bewerteter, bipartiter Graph mit |X| =|Y|undener
Gewichtsfunktionw: E - R.. Das maximal-bewertete perfekte Matching M
bezachnet man als optimales M atching.

Zur Bestimmung eines optimalen Matchings ordnet man zunacdst jedem Knoten
eine auldssge Kennzeichnungzu und kestimmt danad den
Gleichheitsuntergraphen:

Def. zulassge Knatenkennzeichnung
Eine Knotenkennze chnung die jedem Knoten vin einen hipartiten, bewerteten
Graphen G=(XIY, E) eineredle Zahl A(v) zuordnet, heif3t zuldssge
Knotenkennzeichnung wennfir alexj in X undaleyk inY gilt:

A(xi) + A(yk) = w(i,k)
Def. Gleichheitsuntergraph
Sel Ex={Xi Yk:A(Xi) + Alyk) =w(i K)}.
Der Untergraph vonG mit der Kantenmenge E) heil3t der A entsprechende
Gleichheitsuntergraph undwird mit G) bezeachnet.

Es ergibt sich nunfolgender Zusammenhang zwischen dem optimalen Matching
und dem Gleichheitsuntergraphen:

Satz:
Wenn cer Gleichheitsuntergraph G), ein perfektes MatchingM enthdlt, dannist

M ein opimales Matching vonG.

Man wendet nun cen ungarischen Algorithmus auf den Gleichheitsuntergraphen
an. Findet man kein perfektes Matchingin desen Graphen, dann gbt es Mengen
SundT mit N(S) =T.

Mit d) = min{ A(x) +A(y) -w(X,y) : XIS, yOOT } kann eine neue alléssge
Knotenkennzeichnung A" (v) fir alev O G berechnet werden, wobei

A(V) - d) ,falsv OS
N(v) { A(v) + O\ falsv OT

A(V) , falsvOSOT



Mit dieser neuen zuldssgen Knotenkennze chnungwird dann ein neuer
Gleichheitsuntergraph G,- erzeugt, der alle Kanten vonG, und nah ein paa
zusétzliche enthdlt , und der ungarische Algorithmus kann mit seiner Suche nach
einen perfekten Matching fortfahren.

Zusammengefasg ergibt sich folgender Algorithmus:

1.Starte mit einer zuldssgen Knotenkennze chungA fir G, bestimme den
Gleichheitsuntergraphen G), und kestimme an will kirliches Matching M in G)
2.1st M ein perfektes Matching?
ja->M ist optimales Matching
nein -> Wende ungarische Methode auf G) an.
FallsN(S) = T berechne Defekt d) und kerechne
dann de neue aildssge KnotenkennzeichnungA”.
SetzeA =\ undG) = G)\” undfahre mit der ungarischen Methode

fort.
Fallsein M-erweiternder Weg gefunden wird, gehe au 2.
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