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1 Sinn und Zweck

Die Motivation dazu finden wir im Bereich der Datenbanken. Dort werden
Datenmengen schnell so gross, dass man sie nicht mehr im Hauptspeicher
halten kann. Die Daten miissen auf einen Hintergrundspeicher, z.B. eine Fest-
platte, geschrieben werden. Ein Zugriff ist meist recht zeitintensiv. Dariiber
hinaus ist es ineffizient, einzelne Bytes aus einen Sekundéarspeicher zu lesen.
Auf solchen Speichern sind die Daten meist in grossen Blocken organisiert.
Bei einer Anfrage wird gleich der gesamte Block in den Hauptspeicher bzw.
Puffer kopiert, dort ausgewertet und zuriickgeschrieben. Die Referenzen auf
diese Daten sind im Gegensatz zu den Datenmengen sehr klein und kénnen
problemlos im Hauptspeicher gehalten werden. Diese Referenzen kénnen z.B.
in einem (2,4)-Baum oder Rot-Schwarz-Baum organisiert werden.

2 (2,4)-Biume

2.1 Definition und Eigenschaften

1. Bei einem (2,4)-Baum ist jeder Weg von der Wurzel zu einem Blatt
gleich lang.

2. Auflerdem besitzt jeder Knoten minimal zwei Eintrige und maximal
vier Eintrige. Aufler die Wurzel, die hat minimal einen Eintrag.

3. Die Eintrége in einem Knoten werden sortiert gehalten.
4. Innere Knoten mit n Eintrdgen haben immer n+1 Kinder.

5. Seien Si,..., S, die Schliissel eines Knoten und Vg, V4, ..., V,, seien die
Verweise auf diese Kinder, dann gilt:

Vo weist auf den Teilbaum kleiner als S;

Vi(i = 1,...,n — 1) weist auf den Teilbaum, dessen Schliissel zwi-
schen S; und S, liegen

V,, weist auf den Teilbaum mit Schliisseln grofler als S,
In den Blattknoten sind die Zeiger nicht definiert.

2.2 Einfiigen

Beim Einfiigen muss zuerst das Blatt, in das der Schliissel eingefiigt werden
soll, gesucht werden. Anschlieflend sind folgende Félle zu beriicksichtigen:



1. Einfiigen in den leeren Baum:
Ein Wurzelknoten wird erzeugt und der Schliissel eingefiigt.

2. Einfiigen in einen schon vorhandenen Knoten ohne Uberlauf:
d.h., dass maximal drei Schliissel im Knoten vorhanden sind und der
vierte hinzugefiigt werden soll. Der Schliissel wird sortiert in den Kno-
ten eingefiigt.

3. Einfiigen in einen schon vorhandenen Knoten mit Uberlauf:

d.h., dass schon vier Schliissel im Knoten vorhanden sind und ein fiinf-
ter hinzugefiigt werden soll. Dann muss der Knoten aufgeteilt werden.
Der Knoten v wird durch zwei neue Knoten v' und v" ersetzt. v' be-
kommt die ersten beiden Schliissel von v und v bekommt die letzten
beiden Schliissel von v. Das mittlere Element wird zum Vaterknoten
geschickt und dort eingefiigt. Falls der Vaterknoten auch iiberlauft, so
wird das ganze rekursiv behandelt und der Uberlauf liuft den Baum
hoch.

2.3 Loschen

Zuerst muss der zu l6schende Schliissel gesucht werden. Wenn die Suche nicht
erfolgreich war, so kann man z.B. eine Fehlermeldung ausgeben. Wenn die
Suche erfolgreich war, so miissen folgende Fille beachtet werden:

1. Loschen in einem Blatt

(a) mit minimal drei Schliisseln:
Da die Kinder-Zeiger in einem Blatt nicht definiert sind und das
Blatt nach dem Loschvorgang nicht zu wenige Eintrige enthilt,
kann man den Schliissel einfach aus dem Blatt 16schen, ohne etwas
zu beachten.

(b) mit maximal zwei Eintrégen (das Blatt ist minimal ausgelastet):
D.h., dass nach dem Loschen das Blatt nur noch einen Schliissel
enthélt. Das wird als "Unterlauf’ bezeichnet. Nach den Eigenschaf-
ten eines (2,4)-Baumes darf das nicht sein und somit muss ein
Ausgleich geschaffen werden, der folgendermaflen aussieht:

Wenn der rechte Blatt-Nachbarn nicht minimal ausgelastet ist,
so wird der linke Schliissel des Nachbarn in den Vater geschrie-
ben und das Element im Vater wird an die Stelle des geldschten
Eintrages geschrieben. Analog sieht es aus, wenn der linke Blatt-
Nachbar nicht minimal ausgelastet ist.

Wenn die Blatt-Nachbarn alle minimal ausgelastet sind, aber der
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Vater nicht, so wird wie folgt verfahren:

Das Blatt, in dem geloscht wurde, und ein Nachbar werden zu-
sammengefiigt. Das wird als 'merge’ bezeichnet. Der Schliissel im
Vater, der die beiden Blitter als Kinder hat, wird ebenfalls in
das Blatt eingefiigt. Somit hat der Vater einen Schliissel weniger.
Wenn jetzt der Vater nur noch einen Eintrag enthilt, so wird re-
kursiv verfahren und er Unterlauf lduft den Baum hoch.

2. Loschen in einem inneren Knoten:
Das nichstgroBere Element (oder néchstkleinere Element, je nach Art
der Implementierung) wird an die geloschte Stelle kopiert und in dem
Blatt geloscht. Das néchstgrofiere (bzw. nichstkleinere) Element findet
man, in dem man im rechten Teilbaum, den linkesten Schliissel sucht
(bzw. im linken Teilbaum, den rechtesten Schliissel sucht).

2.4 Beweis der Hohe

Es werden die Anzahl der Schliissel mit £ und die Hohe mit h bezeichnet.

2.4.1 minimale Anzahl von Schliisseln

Minimale Anzahl von Schliisseln heif}t, dass jeder Knoten minimal ausgela-
stet ist. Das bedeutet wiederum, dass der Baum die maximale Hohe hat.
Die Anzahl der Schliissel sieht wie folgt aus:

Die Wurzel hat genau ein Element. Die zwei Kinder der Wurzel haben genau
k, also genau zwei Eintrége. Folglich gibt es £k + 1 Kinderknoten, die wieder-
um k Elemente enthalten. Diese haben wieder £ + 1 Kinder, usw.

In einer Tabelle zusammengefasst sieht das so aus:

Eintrige je Ebene Knoten je Ebene Hohe
1 1 0
2k 2 1
2k % (k+1) 2(k+1) 2
2k * (k + 1)1 2(k + 1)1 i

Daraus ergibt sich fiir die Anzahl der inneren Schliissel:
n=1+" 2% (k+1)"
Wenn man diese Gleichung auflést, erhélt man fiir die Hohe:

h < logkﬂ("TH)



2.4.2 maximale Anzahl von Schliisseln

Die maximale Anzahl heifit, dass jeder Knoten maximal ausgelastet ist. Das
bedeutet wiederum, dass der Baum die minimale Hohe hat. Die Anzahl der
Schliissel sieht wie folgt aus:

Das 148t sich analog zur minimalen Anzahl von Schliisseln berechnen. Die
Wurzel hat allerdings 2k Eintrdge und daraus folgt, dass es genau 2k + 1
Kinder gibt. Diese Kinder haben wiederum 2k Eintrdge und jedes Kind hat
2k + 1 Kinder. Die Anzahl der Schliissel der Wurzelkinder belduft sich auf
2k x (2k + 1). Wiederum tabellarisch zusammengefasst:

Eintrige je Ebene Knoten je Ebene Hohe
2k 1 0
2k * (2k + 1) 2k +1 1
2k * (2k + 1)? (2k +1)? 2
2k * (2k + 1)° (2k +1)° i

Fiir die Anzahl der inneren Schliissel ergibt sich folgende Gleichung:
n=3" 2kx(2k+1)
Wenn man diese Gleichung auflést, erhélt man fiir die Hohe:

h > logog1(n+1)—1

2.5 Komplexitéit

Nachfolgend werden definiert:

h := Hohe; n := Anzahl der inneren Schliissel; & := Anzahl der Eintrige im
Knoten

Wie vorher bewiesen ergibt sich fiir die Hohe:

logak1(n+1) — 1 < h < loge 1 (%)

Da die Hohe logarithmisch ist, wird das Suchen O(logn) Zeit in Anspruch
nehmen. Das ist wie bei einem Bindrbaum.

Das Einfiigen besteht im wesentlichen nur aus dem Suchen und dem
Aufteilen, wenn ein Uberlauf vorliegt. Das Aufteilen kann in O(1) realisiert
werden, da nur die Zeiger umgesetzt werden miissen und ein neuer Knoten er-
zeugt werden muss. Allerdings kann das Aufteilen bis zur Wurzel hochlaufen
und somit ergibt sich fiir das Einfiigen auch die Komplexitiat von O(logn).

Beim Léschen muss ebenso wie beim Einfiigen zuerst nach dem Schliissel
gesucht werden. Dann wenn es beim Loschen zu einem Unterlauf kommt,



muss der 'Merge’-Schritt gemacht werden. Dieser kann ebenfalls in O(1) im-
plementiert werden. Beim "Mergen’ miissen nur die Zeiger umgesetzt werden
und ein Knoten geloscht werden. Also ergibt sich auch beim Loschen eine
Komplexitit von O(logn).

3 Rot-Schwarz-Biaume

3.1 Definition und Eigenschaften
1. Jeder Knoten ist rot oder schwarz.
2. Jeder innere Knoten hat genau zwei Kinder.
3. Jedes Blatt (null) ist schwarz.
4. Kinder von einem roten Knoten sind schwarz.

5. Auf jedem Pfad von der Wurzel zu einem Blatt ist die Anzahl der
schwarzen Knoten gleich.

6. Jeder innere Knoten speichert die 'schwarze’-Hohe und jedes Blatt hat
die Hohe 0.

3.1.1 Die ’schwarze’-Hohe

Die ’schwarze’-H6he wird von unten nach oben berechnet. Jedes Blatt hat
die Hoéhe 0. Jeder Va}-ter eines Blattes, egal ob rot oder schwarz, hat die Hohe
1. Es sind folgende Uberginge mdglich:

1. roter Knoten — schwarzer Vater: Der Knoten und der Vater haben die
gleiche Hohe.

2. roter Knoten — roter Vater: ist nach Definition nicht erlaubt.

3. schwarzer Knoten — Vater egal: Die Hohe des Vaters ist um eins grofier
als die des Knotens.

3.2 Einfiigen

Das Einfiigen bei einem Rot-Schwarz-Baum ist dem Einfiigen in einen Binéren
Suchbaum sehr dhnlich. Zuerst muss man die richtige Einfiigestelle suchen.
Wenn der Schliissel noch nicht vorhanden ist, so ist die Einfiigestelle fest.
Wenn der Schliissel schon vorhanden ist, ist es jedem selbst iiberlassen, ob



der neue Schliissel als linkes oder rechtes Kind des schon vorhandenen Kno-
ten angehingt wird. Das ist dann Sache der Implementierung. Nachdem die
richtige Stelle gefunden und der Wert eingefiigt wurde, wird der neue Knoten
rot gefdrbt und zwei neue schwarze Blatter angehéngt. Es sind nun zwei Félle
zu unterscheiden:

e Wenn der Vater und der Onkel rot sind, so wird die Ordnung durch
Umféarben wiederhergestellt. Eventuell muss bis zur Wurzel umgefirbt
werden.

e Wenn der Vater rot und der Onkel schwarz ist, so stellt man die Ord-
nung durch Umfirben und Rotation wieder her. Dies kann maximal
auch bis zur Wurzel gehen.

3.3 Loschen

Zuerst muss der zu loschende Schliissel gesucht werden. Im folgenden wird
vorausgesetzt, dass der entsprechende Knoten gefunden wurde. Bei zwei glei-
chen Schliisseln, wird immer der ’unterste’ Knoten genommen. Es konnen
zwei Félle auftreten:

e Wenn der zu léschende Knoten rot ist, so wird er geloscht, ohne dass
umgefiarbt oder rotiert werden muss.

e Wenn der zu loschende Knoten schwarz ist, so wird die Ordnung durch
Umfirben und/oder Rotation wieder hergestellt.

Zum zweiten Fall:

Es wird 'nur’ umgefirbt, wenn der Nachbar vom gel6schten Knoten kei-
ne Kinder hat. Also wird der Vater und der Nachbar jeweils umgefiarbt.

Umgefiarbt und rotiert wird in allen anderen Fillen. Die Kante zum
geldschten Knoten wird dann markiert (als double black bezeichnet) und der
Vater umgefiarbt. Da der Nachbar vom geloschten Knoten Kinder hat, wird
rotiert. Wenn der Nachbar schwarz ist, so sind keine weiteren Schritte notig,
um die Ordung wieder herzustellen. Allerdings, wenn der Nachbar rot ist, so
miissen weitere Umfiarbungen vorgenommen werden, um die ’schwarze’-Hohe
wieder herzustellen.

3.4 Beweis der Hohe

Es werden die Anzahl innerer Schliissel mit n und die ’schwarze’-Hohe mit A
bezeichnet. Mit bh(z) ist die 'schwarze’-Hohe des Knoten z gemeint.
Als Annahme halten wir die Anzahl innerer Knoten des Unterbaumes z fest



als: z > 2°%(#) — 1. Dies wird mit Induktion iiber die Hohe von z bewiesen.

Sei z = 0: z ist dann ein Blatt(null) und auf er rechten Seite gilt: 25 —
1 =2% —1 = 0 innere Knoten, also genau ein Blatt.

Beim Ubergang von z +— z + 1 betrachten wir einen inneren Knoten mit
positiver Hohe und zwei Kindern. Die 'schwarze’-Hoéhe jedes Kindes ist dann
bh(z) oder bh(z) — 1, abhéngig von der Farbe des Kind-Knoten selbst.
= Die Hohe eines Kindes von x ist somit kleiner gleich als die Héhe von x
selbst. Mit der Induktionsannahme folgt:

die Anzahl innerer Knoten jedes Kindes > 2°h()—1 _ 1.
= Fiir die Anzahl innere Knoten vom Unterbaum z gilt nun:

x> (20P@) 1 1) 4 (20R@)1 1) 41 = 2%0(@) — 1 q.ed.

Wenn ein Knoten rot ist, so sind nach der Definition die Kinder schwarz. =
Hochstens die Hélfte aller Knoten auf einem Weg von der Wurzel zu einem
Blatt, aufler der Wurzel, miissen somit schwarz sein. = Die ’schwarze’-Héhe
von der Wurzel ist kleiner gleich % =n> 25 — 1. Die Ungleichung nach h
aufgelost: h < 2logs(n + 1)

Wenn nun alle Knoten auf dem Weg von der Wurzel zu einem Blatt schwarz
sind, so ist die ’schwarze’-Hohe von der Wurzel < h = n < 2" — 1. Wenn
man die Ungleichung nach h auflgst, ergibt sich: A > logs(n + 1) q.e.d.

Fiir die Hohe gilt nun:

= loga(n + 1) < h < 2logs(n+1)

3.5 Komplexitét

Nachfolgend werden definiert:
h := Hohe; n := Anzahl der Knoten
Wie vorher bewiesen ergibt sich fiir die Hohe:

loga(n+1) < h < 2logs(n + 1)

Da die Hohe logarithmisch ist, wird das Suchen O(logn) Zeit in Anspruch
nehmen. Das ist wie bei einem Bin#rbaum bzw. wie beim (2,4)-Baum.

Beim Einfiigen muss zuerst die richtige Einfiigestelle gesucht werden,
also O(logn). Dann wird der Schliissel eingefiigt O(1) und es muss eventu-
ell noch umgefirbt bzw. rotiert werden. Das Umfirben bzw. Rotieren geht
in O(1), da hier nur Zeiger umgesetzt werden miissen. Es kann allerdings
der Fall auftreten, dass bis zur Wurzel umgeférbt bzw. rotiert werden muss,
dann nimmt das O(1) * h = O(logn) Zeit in Anspruch. Zusammenfassend
kann man sagen, dass das Einfiigen in O(logn) geht.

Beim Loschen ist es ebenso wie beim Einfiigen. Zuerst den zu l6schen-
den Knoten suchen, wenn er nicht gefunden wird, ist das Loschen vorbei
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und man kann z.B. eine Fehlermeldung ausgeben. Wenn der Knoten gefun-
den worden ist, dann wird er geloscht und eventuell noch Umférbungs- bzw.
Rotationsschritte vorgenommen. Umféarben und rotieren geht auch wieder in
O(1), da wieder nur Zeiger umgesetzt werden. Wenn diese Schritte bis zur
Wurzel gehen, gilt O(1) x h = O(logn). Abschlielend gilt fiir das Loschen,
dass es insgesamt O(logn) Zeit kostet.
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