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FQ����� K �v8���6rB;��=���2$�'����8�1$1�,CB�������1�WX�'�"1(Y��"� K A -CB

DALIB

parallel ausführbares 
Programm(Fortran + Aufrufe zur DALIB−Bibliothek)

fadapt

Compiler
Fortran 77

übersetzen

ADAPTOR

(z.B. MPI)

Bibliothek zum Austausch
von Nachrichten

SPMD−Programm mit Nachrichtenaustausch

datenparalleles Programm

(High Performace Fortran)

linken

FQ����� K �v8���6 A � xZ2(�(8��J2(8������O1�%&)�hS� / ��E*Y�� K �'�$1&FQ=�F&)���j&m
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l .���+�) 14)/k�+ 7kj 7 8F.=1k+hX�:41i`LZ[.[G21
f : Qn → Qm . -dZ���� 
$29 +E1 16/&.=<PZ .

∀v ∈ Qn : f(v) = Mf · v + b

9!G�^ +d.
b ∈ Qm :41W7

Mf ∈ Qm×n 72. +MXk:>1i` Z[. G21i-EI@5&Z[B*.	� . -dZ =

l .���+�) 14)/k�+ 7kj @�
 +E.
a,v ∈ Qn, b ∈ Q

=�)J521�1R. -dZ

atr · v ≥ b
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a
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Z�+E1R:4187
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74+EBJ5�7�7&.3Z[."!L+�#W+dB*I .=-EZ =
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ai · v ≥ bi
E*�@2

ai,v ∈ Qn 9 bi ∈ Q

8����
i ∈ {1, . . . ,m}
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M · v ≥ b
FQ�	� K ��6 K3n 1$1(2�1(�"!�#c�'�@�bx � 1(2$�'E l����

m
� �����'�af K �'�"!�#78���6��'�eE*�@2

M · v = b
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l .���+�) 14)/k�+ 7kj � 
 Z�+E<3< Z
v = (v1, . . . , vm)

+E.318+E1 ?F:41�` ZO.31 +E.=1k+EI
m

, 72.3I +E1i-*. G21W5&<0+E1');52:4I 7�5&B�2
7�521 1 . -dZ

v
.=1 � � � � � ��
��
�� ��� ��� � 
 ������
 72:4BCVEQ 7�+E1 ��+E` Z�G2B

(v1, . . . , vm,mc)
I�.3Z

mc = 1B +�gWB��L-U+E1WZ[. +EBdZ =�8F.31
(m + 1)

, 7&.=I +E1i-E.[G&1W52<D+EB ��+*` Z�G&B
u = (u1, . . . , um, um+1)

.=16Q"G2I@G /�+E18+d1 �,G G&B3,
72.31W5&Z�+E1f+E1 Z3-�gWBE.[VEQ>ZF7�+dI ?F:>1i` Z

( u1
um+1

, . . . , um

um+1
)
.3I

m
, 72.3I +E1i-E.[G21852<0+d1 )A5&:4I =
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Xk:>1i` Z[. G21i-*-352I ^CG2< -
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4h:4-�/�5�^H+C52B /2:4I +E1WZ�+ &
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���'�Q��8�1Q���'��db�'��6��
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τ1
8����

τ2
-

q .0)/f ��)/.0- 7kj,' X <>Bb7�5L- 
 Z�5�Z�+EI +E1 Z 7�+EB 0 9 +E.3Z�+d1 
 VEQ�<D+E. TU+]7�+*-;9h+E.=-�g8. +E< gWBCG /2BC52I�I,- � = � .=1 4O^*-UVEQ�1�.[Z Z
� = � ='&�+EB /2.�^dZ -*. VEQbTdG2< /�+E187�+EB�#8+EBEI .

#�$�()�*( ��� �	� ���*()� +��,�*( �-� �	� �/.0(����	1 +�� �-� �	� �/.0(�� +�+	+�� !	� �2" � ���*()� +	+
l .���+�) 14)/k�+ 7kj 7gv ��I � +C7�+E1 
 :i^UZ�+EB*I

τ ′
! G21

τ
+d.=1W74+E:>Z[.0/6. 7�+E1WZ[. � 0U. +dBC+E1 0U:R` 
21�18+d1 2+9$.3B�7 �U+C74+EI


 :�^dZ�+EBEI
τ ′

7&:4BCVEQ
Occ(τ ′)

+E.318+�+E.31W7�+E:"Z[.0/�+ � 5LQ�< 2 72.�+ *�����# #7��2 0d:&/�+CG&B�721k+dZ =
) . +*- + �b:>I,I +EBE.�+EB*:>14/ 9$.3B�7 -dG /�+-9��2Q�< Z72b7�5L-H-�-E. + 72.�+ 4h:4-=T-<4Q�B*:>14/L-EBC+d. Q"+d1 TdG&< /�+(74+EB 
 :�^dZ�+EBEI + BC+-,
gWB��L-U+d1 Z[. +dBEZ = &(.3BC7 +E.31 
 :i^UZ�+EB*I

τ1
! G&BJ7�+EI 
 :i^UZ�+EB*I

τ2
52:4-�/�+[T3<4Q�BdZ72 7�521 1 /2.3< Z .

Occ(τ1) < Occ(τ2)
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l .���+�) 14)/k�+ 7kj 7#$ 
 +E.
τ ′

+E.31 
 :�^dZ�+EBEI 7�+*- 72:>B�VEQ
τ
7�52B /�+*-dZ�+E<=<PZ�+E1 ?FBCG /2BC52I�I T*BC5 /2I +E1 Z3-32J7�5L-

nv
 VEQ4<0+E. T +E1@:>1W7
nb

?;52B�5&I@+UZ�+EBS^ +*-*.[Z60UZ = 
 +E.
op

72.�+ �O:4I�I +EBF74+*-0U:�^ +dZ[BC5�VEQ>Z�+E1W7�+E1 4hB /2:>I@+d1 Z3-�! G&1
τ ′
2

9!G�^ +d.
op = 0

72.�+ 4h:4-=T-<�Q4B*:>14/,- +E<0^E-EZ72 52< -UG@7�5L-:);+*-*:><PZ�5&Z!7�+EBO72:>B�VdQ
τ ′
72:>B�VdQL/�+3T-<�Q4BEZ�+E1 9M+EB +CVEQ�1�:>14/

7�52B*-EZ�+d<=<PZ = 
 +E.
P
7�+EB ! G&1 7�+E1

τ
:>IO/4+ ^ +E1W74+E1 
 VEQ�<D+E. TU+E1Y/�+ /4+ ^ +E18+

(nv+nb)
, 7&.=I +E1i-E.[G&1W52<D+!?AG2< 5�+C7�+EB32

7�521 1c.=-EZ
α ∈ Znv+nb+2 +E.318+ *�����# #7��
 � 
��A� ��
���2 72. + TUG2< /4+E1W7�+E1 ��+E` Z�G2B,^ +E-dVEQ�B +E.�^dZ .

α = (α1, . . . , αnv+nb+2)

)J5�^ +E.$- +dZ60UZ!-*. VEQ
α

0d:4-d52I�I +E1W5&:�- .

(α1, . . . , αnv , αnv+3, . . . , αnv+nb+2) ∈ P

αnv+1 = Occ(τ ′)

αnv+2 = op

) . +A?FBCG � +*` Z[. G21R+E.318+EB 
 Z�+E<3<0+d1�.=1�-EZ�521 0M52:ETM7&. + 
 Z�+d<=<D+
Occ(τ ′)

9$.=BC7,I�.3Z
πOcc(α)

:4187Y72. +A? B�G � +*` Z[. G21
52:ET]7�+E1 �*1W7�+ � !L+*` Z�G&B ! G21

α
I�.[Z

Idx(α)
^ +�0 +E.[VdQ�18+dZ =
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OI
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V = OI

E = { (v1, v2) | v1, v2 ∈ V ∧ v1∆v2 }
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i

i

+(i,1)

read_B(i)

read_B(i+1)

*(read_B(i), read_B(+(i,1)))

read_C(i)

+(read_C(i), *(read_B(i), read_B(+(i,1))))

=(+(read_C(i), *(read_B(i), read_B(+(i,1)))),write_C(i))

write_C(i)
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.=-EZ +E.318+�+E1W7i< . VEQ"+�);+�gWB��L- +E1 Z�5�,
Z[. G21 7�+*- � B�5Eg Q"+E1

GOI
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Oi ⊆ OI

2
9!G�^ +d. +E.318+ 
 Z�+E<3<0+d1�.=1�-EZ�521 0UI +E14/�+

Oi
1�:>B 
 Z�+E<3<0+d1�.=1�-EZ�521 0 +E1 7�+EBh/2<D+E. VEQ"+E1 
 Z�+E<=<D+�+E1 Z3Q �&< Z =-�*1

E
/2. ^UZ

+*-J/�+d1W52:
7�521�1 +E.318+ �J5&1 Z�+
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I�.3Z
v1, v2 ∈ V

2�TU52<3< - 0 9 +d. 
 Z�+E<3<0+d1�.=1�-EZ�521 0 +E1
α1 ∈ v1

:>1W7
α2 ∈ v2

+ �2. -dZ[. +dBC+E1 2>T-<4BO72.�+
α1∆α2

/2.3< Z =W)O.�+ �,521 Z�+]^ +*-*.[Z60UZ 5&< - �a52BH` . +EBE:>14/ 72.�+hQ�, #iBC521i-3TdG&B*I@5&Z[. G21
h
2 72.�+,72.�+*-U+�4O^*Q �&14/2.0/L`2+E.[Z ^H+*-dVEQ4BC+E.�^dZ =

4h< -dG(+EB[/&. ^dZ -E.[VEQbT-<4B
GROI = (V,E)
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V = {O1, . . . , On}
I�.3Z

Oi ⊆ OI ∧ (∀α ∈ Oi : ∀α′ ∈ Oi : πOcc(α) = πOcc(α
′)) ∧

(∀j ∈ {1, . . . , n}\{i} : Oi ∩ Oj = ∅)

E = { (v1, v2, h = (Dh, fh)) | v1, v2 ∈ V ∧ ∃α1 ∈ v1, ∃α2 ∈ v2 : α1∆α2,
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WX�'2(����!$#Z2$�'2&Eo���a���'�bFQ8�1$1$!�#����@2(2Q�'�@���O1�f&����Y�#��'�e�@�bFQ����� K �v8���6 Ba` �N� � 9 �������e1(�@���_,u� K 6��'����� �{�'6��
�@E f&����Y�#��'�cE���6 K �"!$#<�

v1
e1−→ v

e4−→ v3 v1
e1−→ v

e5−→ v4

v1
e2−→ v

e4−→ v3 v1
e2−→ v

e5−→ v4

v2
e3−→ v

e4−→ v3 v2
e3−→ v

e5−→ v4



� � �6� ����� ��� ��� � 
��r���������*���	��� ��� � � �
�r������� � ��� ������� �����
?���*
	�p��� ����� DMZ

� �@�$�[T�->W&-v���'��I`����2$�'�
v
�'�Z2.,u�'�(�Z2:9��������k�"1(2 ,uB�� �(�O���'�_�v�"�O1$�'� �{�'6����'�@���`���'8���IL���Z2$�`�@�_���'�bf&���A�

Y�#��'�a�'�@��TO8v,CB�6��'�<-s=&�"�}1(�"!�#e�'�(6��'�H�'���'�b���'8��'�aIL���72$�'�a1(�@���c�@�bFQ����� K �v8���6 Ba` �C� ��l��'������1$!$#	��8 K �"!�#72:9
R0���H�'�5�v�"��da���(�Z�"�'�(8���6

ei, ej
����6;�@��2:9�����1�1��v�"���'�72$1(Y��$�O!�#��'�����}IL���Z2$�}��8�1����'E �{�'6 ei−→ v

ej
−→

�'�Z2.�
1(2��������'�e�"1(2:- xJ��E*�@2`1(�@���_�	��!�#e���'� �+�72.,N�'�(�78���6_���O1&I`����2$�'��1

v
� K@K ��E���6 K �"!$#��'� �{�'6��LB��H�'�Q�v�"�O1��'�

v
4v

2

v
3

v
1

v
e

2

e
3

e
1

e
5

e
4

� /����R�0/'-32��b '���R #A*-;/
	L=�����B�!����?3"+^

v
4v

2

v
1

v
3

,e
1

e
4

,e
2

e
4,e

1 e
5,e

2 e
5

,e 3
e 4

,e
3

e
5

� 9����R�0/'-32 ";/<1N2��� #A*-3/�	L=�����B�!����?+"3^

FQ����� K �v8���6rBa`v��FQ8�1$1$!�#����@2(2��'�@���O1�����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�'�gf`����Y�#��'�

I`����2$�'�_�@E ����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�'�{f&����Y�#��'�c�'�(#	� K 2$�'�_6��'� K �"�'�H�'�<-
FQ8�1}�v�"�O1$�'E f`�(8����{RG�@�$�g,uB�� �(�O���'� �{�'6b���'��h����(E

v′ → v → v′′
B��H�'�}�'�@���'�M���"!$#72�@�72$�'�$�O1�1����v�

2$�'� I`����2$�'�
v
E*�@2

ein = (v′, v, hin)
8����

eout = (v, v′′, hout)
TO8 �'�@���'�o���'8��'� IL���72$�

v′ → v′′2(������1.,N���(E*�"�'�(2:9y�v�"�?�v�"�FQ��# n ��6;�@6;���'�@2L�v8��$!$#{�v�"�?h�8����J2(�"���
f
�H�O1$!$#��$�'�@��2:9y�v�"�RG�"��,N� K 6;2&�H�O1(2(�@E*E�2

RG�@�$�y�

f = fhin
◦ fhout

=��g�	��!�# ���'�[I���E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(8���6 �v�"�e=&�������@2(�"����1$E��'��6��'� ���'�V#v�t�<������1(,u���(Eo��2(�"�����'� ���"!�#72[E��'#��
�H�'����2(�@6;2*R0�'�$���'�<9D������8�!$#��'� �v�"�V=`�������@2(�"����1(E��'��6��'� �s�'�G���'�*I���E*YH�;1(�@2(�"��� ���"!$#Z2��H�'�(B�!$�v1(�"!$#Z2(�@6;2
R0�'�$���'�<9<8����e1��o�H�O1(2$�'#72��@E ����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�'� f&����Y�#��'�{�v�"�?da���(�Z�"�'�(8���6_�'�@���'��IL���72$�?�Z8������Z!�#
��8�1����'��h�8����Z2(�"����1(l����$1�!$#��(� ,u2Q��#����L�v�"��TO8�6��'#����(�@6���=`�������@2(�"����1(E��'��6��;-
F K 6����(�@2(#�E}8�1 D��H�O1$!$#��$�'�@��2X�v�"� �+�(T:�'8�6;8���6*�'�@���O1p����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�'�cf&����Y�#��'�

GROI comp

��8�1 �'�@���'E
�$�O�v8�TO�"�'�(2$�'�UxZ2$� K@K �'���@��1$2�����TO6;����Y�#��'�

GROI

-<=����H�'�+RG�@�$� �.�O���'� �{�'6_B��s�'�L�'�@���'�P���"!$#72�@�72$�'�$�O1�1����v�
2$�'�PI`����2$�'�P�����v8��$!�#P�H�'�@�s�'#	� K 2$�'�<95����1$1}��8�1 �(�O���'�}I���E����@�	��2(�"��� �'�@�v�Q8����P��8�1(6��'#��'�����'�}IL���Z2$�'�
�'�@���O1����"!�#72 �@�72$�'�$�O1$1 ���72$�'�[I`����2$�'��1p�@E

GROI

�'�@�������'8���IL���72$�Q�@�o���'�o����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�'�_f&����Y�#��'�
�'�@��6�� ,uB�6;2�RG�@�$�y-
F K 1+W �'�"1$Y��"� K ���'��I���E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(8���6�v�"�'�Z20���'�+Y	���(2(�@2(�"�����"�'�(2$�;97�$�O�v8�TO�"�'�(2$�&xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#[���O1
)+�$��6;����E*E�1 A -CB���8�1QF������ K �v8���6 ]v-�=&�"�L����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�����'�$1(�"���b���O1�f&����Y�#��'�c�"1$2��@�bFQ����� K �v8���6
BMBQ6��'T:�'�@6;2:-Z=����H�'� 1(�@���[� K@K �����"!�#72X�@�72$�'�$�O1$1 ���72$�'�_I`����2$�'�[�'�72.,N�'�(�72X8����r�v�"� �{�'6��QB��s�'� 1(�"�Q� K 10���'8��
IL���72$�'�b�@�_���'�_����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�'�gf&����Y�#��'�cB��s�'�(����E*E��'�<-

@�j 7�j � lm)/.rc 9tk'�=>5�)/.J9 3+5

F K 6����(�@2(#�E}8�1sS_�H�O1$!$#��$�'�@��2�v�"�o)+�$��Y	��6;�"�'�(8���6g���'�L�@���@2(�3� K �'�U) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�UTO8P���'�P�@�Z2$�'�$�O1$1����Z2$�'�
I`����2$�'�g��#�����@���@2(�3� K �*) K ��2(TO�"�'�(8���6�-y=����s�'�DRG�@�$�bl�������8�1(6��O1$�'2(TO2:9y����1$1`���'�`6��O1���E}2$��f&����Y�#a�H�'�$�'�@2$1
1$�PY	���(2(�@2(�"�����"�'�(2k�"1(2:90����1�1r�v�"�e)+�$��Y	��6;�"�'�(8���6 �@� �'�@���em��"!$#Z2(8���6U�v8��$!�#�6�� ,CB�#��(2kR �'�$���'� �������<9 1$�
����1$1��78��&6;B K 2(�@6���) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�g�'�(T:�'8�6;2&R0�'�$���'�<-s=&�"�}m��"!�#72(8���6[���'�Q)+�$��Y	��6;�"�'�(8���6[�"1(2&�v8��$!$#a����1
FQ�(6;8�E��'�72

Richtung
6��'6��'�s�'�_8����_�������[,N� K 6��'������TOR0�'� �{�'�(2$�}�������'#�E��'�<�



� � �6� ����� ��� ��� � 
��r���������*���	��� ��� � � �
�r������� � ��� ������� �����
?���*
	�p��� ����� DF[

� ~� ���� ���'
��#
�� 
������
(G,Gcomp )

�+�@��67���H� =`�'�G�$�O�v8�TO�"�'�(2$�xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#
G = (V,E)

-

FQ8�1(67���s� =`�'�<����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�GxZ2$� K@K �'���@��1$2�����TO6;����Y�#
Gcomp = (Vcomp , Ecomp)

9:R ���s�'� �.�O���pIL���v�
2$�

e ∈ Ecomp

E*�@2
e = (v, v′, f)

� K 1�da���(�J�"�'�(8���6o�'�@��� K �@���:���$�}h�8����J2(�"���
f
�H�O1(�@2(TO2:-

5 -2kg5 9 )214jh 3f

B;-QxJ�'2(T:�
Vcomp = V

8����
Ecomp = ∅

-

A - ���(T:�'8�6���,uB�� �.�O����IL���72$�
e ∈ E

E*�@2
e = (v, v′, h = (Dh, fh))

�v�"�����'8���IL���72$�
e′ = (v, v′, fh)8����k,CB�6���1(�"�L�@�

Ecomp

�'�@�<-

Dv-�WX�O1(2(�@E*E��L,CB����(�O���'�_���"!�#72��@�Z2$�'�$�O1$1����Z2$�'�bI`����2$�'�
v ∈ Vcomp

�v�"�Ldb�'��6��
in(v) ⊆ Ecomp

���'�
�@�

v
�'�@��6��'#��'�����'�[IL���72$�'�o8����r�v�"��de�'��6��

out(v) ⊆ Ecomp

���'� ��8�1
v
��8�1$6��'#��'�����'�rIL���72$�'�<-

�N� �[WX�'�$�O!�#����,CB����(�O����IQ��E}���@�	��2(�"���M���'��IL���Z2$�'�P��8�1
ein ∈ in(v)

8����
eout ∈ out(v)

E*�@2

ein = (v1, v, fin)
8����

eout = (v, v2, fout)
�v�"�LFQ����� K �v8���6

f = fin ◦ fout

8����_������1(2(�(8��"�'�$�}��������8�1��v�"�L���'8��LIL���72$�
ê
9vRG�"�`,N� K 6;2:�

ê = (v1, v2, f)

h^B�6��
ê
�@�c�v�"�Lde�'��6������'��IL���72$�'�

Ecomp

�'�@�<-
�C� � ���72.,N�'�(���}�v�"�Lde�'��6��'�

in(v)
8����

out(v)
��8�1

Ecomp

-
�u! � ���72.,N�'�(���

v
��8�1����'��db�'��6��

Vcomp

-

5o-/5gk 9 ) 14j�h 36f @ � IQ��E*Y	���Z2(� ��TO�"�'�(8���6[���O1��$�O�v8�TO�"�'�(2$�'�gxZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#��'�
GROI

* *

read_D

write_A(i)

read_B(i)read_B(i)read_B(i)

write_C(i)

13272625

9 10

515

������
���
i ∈ {2, . . . , N}

�����������
i ∈ {0}

���� �����
i ∈ {0}

���������	�
i ∈ {2, . . . , N}

�������
���
i ∈ {N}

����� �
���
i ∈ {2, . . . , N − 1}

���� �
���
i ∈ {1}

�������� ��
i ∈ {1, . . . , N − 1}

i 7→ i + 1 i 7→ i i 7→ 0

i 7→ i − 1i 7→ ii 7→ i − 1 i 7→ i

FQ����� K �v8���6 BMB;�^=`�'�?����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�;9+Y	���(2(�@2(�"�����"�'�(2$�;9+�$�O�v8�TO�"�'�(2$�cxZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#
GROI comp���O1�)+�$��6;����E*E�1 A -CB



� � �6� ����� ��� ��� � 
��r���������*���	��� ��� � � �
�r������� � ��� ������� �����
?���*
	�p��� ����� DM]

����~ ����� 
���
q
���

(G,Vwrite,Richtung ,Φv1 , . . . ,Φvn))

�+�@��67���H�
•
=`�'�G�$�O�v8�TO�"�'�(2$�xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#

G
E*�@2

V = {v1, . . . , vn}
-

•
h^B����.�O���'�cI`����2$�'�

vi ∈ V
�v�"��de�'��6��L1$�'�@���'��E���6 K �"!�#��'�b) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�

Avi

-

•
=`�'�U)D������E��'2$�'�

Richtung
9?���'� �'�@���'� ���'�U�H�'�"���'� �{�'�(2$� �Q8�� K@K �

→
] �"� K 8����

] �"� K
→
�Q8�� K@K �}�������'#�E��'�b�������<-

FQ8�1(67���s�
•
h^B����(�O���'�b�@�Z2$�'�$�O1$1����Z2$�'�{I`����2$�'�

vi ∈ V
�v�"�?db�'��6��1$�'�@���'�&E���6 K �"!$#��'�{) K ��2(TO�"� �

�(8���6��'�
Avi

-

5 -25gk 9 )214jh 3f

B;-�h^B�#��$� � ~� ��������'
�� 
�� 
�������
(G,Gcomp )

�uF K 6����(�@2(#�E�8�1 D �c��8�1:9�8�E ���'� ����E*Y	���Z2(� ��TO�"�'�(2$�'�
f`����Y�#��'�cl����

G
TO8_�'�(#	� K 2$�'�<-

A -�h^B�#��$� P�����#��
 �'
 � � n�� ����� (Gcomp , G′)
�uF K 6����(�@2(#�E�8�1mW �r��8�1w9p8�E �v�"�e2(������1(�@2(�@l��a%�B K@K �

G′

���O1����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�'� f&����Y�#��'�
Gcomp

TO8U�'�(T:�'8�6��'�<-+=����H�'�0�"1$2
G′ = (V ′, E′)

E*�@2
V ′ =

{v′1, . . . , v
′
m}
-

Dv-�)��$��Y	��6;�"�'�$�o,uB�� �(�O���'�MI`����2$�'�
vi ∈ Vwrite

�v�"�o) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�
Φi

vi
∈ Avi

TO8 � K@K �'�UI`����2$�'�

v′j ∈ V ′ − Vwrite
�v8��$!�#k,u� K 6��'�����L�����$1$!$#��(� ,u2:�

� 1(2
Richtung =

�Q8�� K@K �
→
] �"� K 6��O1$�'2(TO2:9��������

�'�(T:�'8�6��`,uB���� K@K �LIL���Z2$�'�
e ∈ E′

E*�@2
e = (vi, vj , f)

�v�"��E���6 K �"!�#��'�b) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�
,uB������'�cI`����2$�'�

vj
RG�"��,u� K 6;2:�

Φvj
= Φvi

◦ fh^B�6��
Φvj

�@�
Avj

�'�@�<-
� 1(2

Richtung =
] �"� K

→
�Q8�� K@K �L6��O1$�'2(TO2:9��������

�'�(T:�'8�6��`,uB���� K@K �LIL���Z2$�'�
e ∈ E′

E*�@2
e = (vj, vi, f)

�v�"��E���6 K �"!�#��'�b) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�
,uB������'�cI`����2$�'�

vj
RG�"��,u� K 6;2:�

Φvj
= Φvi

◦ f−1

h^B�6��
Φvj

�@�
Avj

�'�@�<-

5 -25gk 9 )214jh 3f6��� =`�'�*F K 6����(�@2(#�E�8�1*TO8��*WX�O1(2(�@E*E}8���6{���'�?E���6 K �"!$#��'� ) K ��2(TO�"�'�(8���6��'� ,uB���@�Z2$�'�.�
�O1$1����Z2$��xZ2$� K@K �'���@��1(2�����T:�'�



� � �6� ����� ��� ��� � 
��r���������*���	��� ��� � � �
�r������� � ��� ������� �����
?���*
	�p��� ����� DM^

�Q8�� K@K �
→
] �"� K WX�O1(�@2(TO2Q����1&F��(6;8�E��'�Z2

Richtung
�v�"�O1$�'� �{�'�(2:9	�������eR0�'�$���'�a�v�"�L�@���@2(�3� K �'�a) K ��2.�

TO�"�'�(8���6��'�V�@�rm��"!�#72(8���6 �Q8�� K@K ��TO8�E ] �"� K Y��$��Y	��6;�"�'�(2:-v�QE �����H�'�	�78�� 6;B K 2(�@6��&) K ��2.�
TO�"�'�(8���6��'�UTO8 �'�(T:�'8�6��'�<9DE�8�1$1?���'��6��O1 ��E}2$�V�$�O�v8�TO�"�'�(2$�_xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�# �v�"�
�+�@6��'��1$!�#	�A,C2 ��BbS �G��8�1�FQ��1$!$#����@2(2�Dv- A - A �s�O1$�@2(T:�'�<-

] �"� K
→
�Q8�� K@K � ���@E*E�2V����1VFQ�(6;8�E��'�72

Richtung
�v�"�O1$�'� �{�'�(2V���<9 ������� R �'�$���'� �v�"�b�@���@2(�3� K �'�

) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�V�@�om��"!�#72(8���6 ] �"� K TO8��	�Q8�� K@K ��Y��$��Y	��6;�"�'�(2:-Z=`���H�'��E}8�1�1p���'��6��O1���E�2$�
f&����Y�# �v�"� �+�@6��'��1$!�#	�A,C2 ��BaW �?��8�1*F���1$!�#����@2(2 Dv- A - A �s�O1(�@2(T:�'�<9+����E*�@2*�Z8��*6;B K 2(�@6��
) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�a�'�(T:�'8�6;2�R0�'�$���'�<-

WX�'l������v�"�`�@���@2(�3� K �'�c) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�bTO8[���'�k�@�Z2$�'�$�O1$1����Z2$�'�bI`����2$�'�_��#�����) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�bY��$��Y	��6;�"�'�(2
R0�'�$���'�*���������'�<9�RG�@�$�TO8��'�$1(2+���'�pf&����Y�#����E*Y	���Z2(� ��TO�"�'�(2:9������78��+�v�"� �@�72$�'�$�O1�1����72$�'��I`����2$�'�<9�RG�"� �@�
FQ��1$!$#����@2(2 Dv- A -TD}��8�1(6�� ,uB�#��(2:97�'�@���Q) K ��2(TO�"�'�(8���6�'�(#	� K 2$�'�<-Z=&8��$!$#[�v�"�O1$�G���'�(� K �'�@���'�(8���6���O1Xf&����Y�#��'�
RG�@�$�g���'�LFQ8v,CRX�����{���'���	��!$#v,N� K 6��'�����'�MWX�'�$�O!$#��Z8���6b���'�L2(������1$�@2(�@l��'�P%�B K@K �l��'�(�(�@��6��'�(2:-SF���1$!�# K �"� �
���'��� RG�@�$� ��8v,Q���'E ����E*Y	���Z2(� ��TO�"�'�(2$�'� f`����Y�#��'�

Gcomp = (Vcomp , Ecomp)
�v�"�V2(������1(�@2(�@l��k%QB K@K �

�'�72$1$Y��$�O!$#��'��� F K 6����(�@2(#�E}8�1mWP6��'��� K ���'2:9 ���'�[���'E F K 6����(�@2(#�E�8�1[l���� h K � � �J� �P���$1(#	� K@K �'�72$1$Y��(�"!$#72
� xJ�O�p`MD��t- =`���v8��$!�#cRG�@�$�_,CB����.�O���'� �{�'6

w
TORG�"1�!$#��'�eTOR0�'�SI`����2$�'�

v
8����

v′
�@E ����E*Y	���Z2(� ��TO�"�'�(2$�'�

f&����Y�#��'� �'�@���oIL���72$�
e = (v, v′, f)

�'�(T:�'8�6;2:9^�v�"���v�"�O1$�'E �{�'6e�'�72$1(Y��(�"!�#72:-�xJ� K@K ����1$!�# K �"�'���'���M�v�"�
�@���@2(�3� K �c) K ��2(TO�"�'�(8���6

Φv
l���E I`����2$�'�

v
TO8 � K@K �'� �������'�$�'� �@�72$�'�$�O1�1����72$�'� I`����2$�'� ��#����c�@���@2(�3� K �

) K ��2(TO�"�'�(8���6{B��H�'�o� K@K �[�@E f&����Y�#��'� E���6 K �"!�#��'� �{�'6��[6��'67����6��'� R0�'�$���'�<9�E}8�1$1��v�"�k) K ��2(TO�"�'�(8���6

Φv
�Z8����'�Z2 K ����6a� K@K �'�IL���72$�'� Y��$��Y	��6;�"�'�(2}R0�'�$���'�<9^�v�"�����'� I`����2$�'�

v
E*�@2���'�M�������'�$�'�UI`����2$�'�

l��'�(���@�����'�<-�� Ez�v�(�@2(2$�'� xJ!�#��(�@2(2}���O1LF K 6����(�@2(#�E}8�1�SkRG�@�$�g�v�"��)+�$��Y	��6;�"�'�(8���6b������� ����# n ��6;�@6_l���E
FQ�(6;8�E��'�72

Richtung
�v8��$!$#�6�� ,uB�#��(2:-

P�����#��
 �'
 � � n�� ����� (G,G′)

�+�@��67���H� =`�'�G����E*Y	���Z2(� ��TO�"�'�(2$�}�$�O�v8�TO�"�'�(2$�xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#
G = (V,E)

-

FQ8�1(67���s� =&�"�`2(������1(�@2(�@l��L%QB K@K �
G′ = (V ′, E′)

���O1Qf&����Y�#��'�
G
-
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xJ�'2(T:�
V ′ = V

8����
E′ = E

-
h^B��
�(�O���'�_I`����2$�'�

v1 ∈ V ′
�

h^B����.�O���'�bI`����2$�'�
v2 ∈ V ′

�
h^B��
�.�O���'�_I`����2$�'�

v3 ∈ V ′
�

h^B���� K@K �LIL���72$�'�
e1, e2 ∈ E′

E*�@2
e1 = (v1, v2, f1)

8����
e2 = (v2, v3, f2)

�
W �O1$2(�@E*E��L�v�"�����'8��LIL���Z2$�

e = (v1, v3, f = f1 ◦ f2)8����[,CB�6���1$�"�`�@�c�v�"��db�'��6��
E′

�'�@�<-

5o-/5gk 9 ) 14j�h 36f v � =`�'��F K 6����(�@2(#�E}8�1&���'�G2(������1(�@2(�@l��'�e%�B K@K �

�`��!$#����'E\���'��F K 6����(�@2(#�E}8�1QTO8���)+�$��Y	��6;�"�'�(8���6V���'��) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�e�@�_�'�@���Lm��"!�#72(8���6r6��'T:�'�@6;2�RG8��.�
���;9 ,u� K 6;2��v�"�?WX�O1$!$#��$�'�@��8���6b���O1�F K 6����(�@2(#�E�8�1dZv9H���'�Q,uB����'�@���*m��"!�#72(8���6_�v�"�?)^���(2(�@2(�"�����"�'�(8���6b8����
����1$!�# K �"�'���'���c�v�"�L)+�$��Y	��6;�"�'�(8���6[���'��) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�a�v8��$!$#v,uB�#��(2:-
� �"�`�s�'�$�'�@2$1X�@�_FQ��1$!$#����@2(2�Dv- A - A �'�(R n #��72:9s�����.,^���'�G�$�O�v8�TO�"�'�(2$�?xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#

G
1��:R0��# K TO8��

)D���(2(�@2(�"�����"�'�(8���6c� K 1Q��8�!$#eTO8��Q��������8v,p,u� K 6��'�����'�e)+�$��Y	��6;�"�'�(8���6[���'�@��� ] � � K �'�b�'�72(#	� K 2$�'�<-H��E �v�"�O1



� � �6� ����� ��� ��� � 
��r���������*���	��� ��� � � �
�r������� � ��� ������� �����
?���*
	�p��� ����� SJ`

TO8b�'�(�$�'�"!�#��'�<9sR0�'�$���'�g����# n ��6;�@6Vl���E �{�'�(2&���O1QF��(6;8�E��'�Z2$1
Richtung

,N� K 6��'������IL���Z2$�'�{��8�1����'E
f&����Y�#��'�c�'�Z2.,u�'�(�Z2:�

�Q8�� K@K �
→
] �"� K ��1kR �'�$���'� � K@K �{IL���Z2$�'� ��8�1_���'E f`����Y�#��'� �'�72.,N�'�(�72:9Q�v�"�g�@� �'�@���'� I`����2$�'�

v�'�@��6��'#��'�<9	���'�Q�'�@���'�exJ!$#��$�'�@��TO8�6;�(� iP�����$1(2$� K@K 2:-

] �"� K
→
�Q8�� K@K � ��1R0�'�$���'� � K@K �VIL���72$�'� ��8�1���'E f`����Y�#��'� �'�Z2.,u�'�(�Z2:9+�v�"�ol����U�'�@���'E I`����2$�'�

v��8�1(6��'#��'�<9����'�Q�'�@���'�exJ!$#��$�'�@��TO8�6;�(� iM�����$1$2$� K@K 2:-

=&�"�*IL���72$�'�{E�B�1$1$�'�P��E �+�����o���O1�F K 6����(�@2(#�E�8�1LRG�"�O���'�L�@�g���'�gY	���(2(�@2(�"�����"�'�(2$�'�Uf`����Y�#��'�P�'�@��6�� �
,uB�6;2QR �'�$���'�<9y1$�r����1�1Q�v�"�O1$��� �v,u���(Eo��2(�"���a���"!$#Z2�l��'� K ���$�'�a6��'#72:-5xJ����1(2&R n �$�?�O1&���"!$#Z2�E���6 K �"!$#<9H���'�
F K 6����(�@2(#�E}8�10E��'#��$�'�$��de� K ��#��@�72$�'�$�'�@�	�������'� E*�@2�l��'�$1$!$#��"�O���'���'���{�'�(2$�'�o���O1�FQ�(6;8�E��'�72$1

Richtung��8v,+�'�@���'�_�$�O�v8�TO�"�'�(2$�'�axZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#��'�{����TO8ZR0�'�����'�<-
�`��!$#����'E �v�"�pIL���72$�'�*��8�15���'E�f&����Y�#��'��'�72.,N�'�(�72^RG8��$���'�<9A�'�Z2(# n�K 2^�'�S���'�@���'� ] � � K 8�15E��'#��:9w1$������1$1
�'�5�'�Z2$1(Y��$�O!$#��'������'E FQ�(6;8�E��'�72

Richtung
Y	���(2(�@2(�"�����"�'�(25R �'�$���'�}�;�����<-:=����	��!$#}RG�@�$�}�'�72$1(Y��$�O!�#��'���

F K 6����(�@2(#�E}8�1 S��v�"���@���@2(�3� K �'�k) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�[TO8V���'�[I`����2$�'�V��#����Q�@���@2(�3� K �&) K ��2(TO�"�'�(8���6?Y��$��Y	��6;�"�'�(2:-
=����v8��$!$#<9s����1$1Gl����&���'��)+�$��Y	��6;�"�'�(8���6k���'��) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�a�v�"�}I`����2$�'�e���O1&f&����Y�#��'�bY	���(2(�@2(�"�����"�'�(2
R0�'�$���'�<9	RG�@�$�k67�������72(�"�'�(2:9 ����1$1G�Z8���6;B K 2(�@6��}) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�a�'�(T:�'8�6;2�R �'�$���'�<-

@�j 7�j v 5 -/5 kg9;)214j�h 3f eJ39 q .J9;.Ju j�+	3+5i=p-,-/.J9:h�� 5�-,)2u j.0+ c�-2=H1ae0)2.09;3�+5 .0+

�`��!$#����'E��@E l����(#��'�(6��'#��'�����'�VF���1$!�#����@2(2��v�"�G)+�$��Y	��6;�"�'�(8���6����'��) K ��2(TO�"�'�(8���6}�@���'�@���Gm��"!�#72(8���6L�H� �
1$!�#��(�"�'�s�'�*RG8��$���;9��;�����*����1�!$# K �"�'���'����F K 6����(�@2(#�E}8�1 [Q����6��'6��'�H�'�*R0�'�$���'�<9;���'���v8��$!$#*)+�$��Y	��6;�"�'�(8���6
�v�"�QE���6 K �"!$#��'�_) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�[,uB�� �'�@���'�[�@�Z2$�'�$�O1$1����72$�'�kI`����2$�'�k��#����&�@���@2(�3� K �`) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�(T:�'8�6;2:-
=���TO8_R0�'�$���'�b�	��!$#e���'���+�(T:�'8�6;8���6[���'���@���@2(�3� K �'�b) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�a�v8��$!$#eF K 6����(�@2(#�E�8�1 A TO8��'�$1$2��v�"�
�@���@2(�3� K �'�o) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�r�@�*m��"!$#Z2(8���6%�Q8�� K@K �XTO8�E ] �"� K Y��$��Y	��6;�"�'�(2:9;R ���s�'�	���'�pf&����Y�#��'�Z2$1(Y��$�O!$#��'���
Y	���(2(�@2(�"�����"�'�(2DRG�@�$�y-AFQ��1$!�# K �"�'���'����R �'�$���'�*�v�"�p�@���@2(�3� K �'�*) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�*�@E Y	���(2(�@2(�"�����"�'�(2$�'�rf&����Y�#��'�
�@�_m��"!�#72(8���6 ] �"� K TO8����Q8�� K@K ��Y��$��Y	��6;�"�'�(2:-
FQE xJ!$# K 8�1$10RG�@�$�����J!$#V���'������E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$��f`����Y�#r�'�(T:�'8�6;2:97���}�v�"�O1$�'���@E �	��!$#v,N� K 6��'�����'�kxJ!�#��(�@2(2
���'��) K ��2(TO�"�'�(8���6�1$E��'2(#��Z����TO8���WX�'�$�O!$#��78���6[���'��IQ��E*E}8����@�;��2(�"���b�H�'����2(�@6;2�RG�@�$�y-
=&�"�O1$�'�0F K 6����(�@2(#�E}8�1 6;�@��2 �'�@���'�rY	���(2(�@2(�"�����"�'�(2$�'�[8���������E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�'�cf&����Y�#��'�

G = (V,E)
��8�1:9

R0���H�'� �.�O���'E I`����2$�'�
v ∈ V

�v�"��de�'��6��
Av

TO8�6��O���$�v���'2��"1$2:9 �v�"�?1$�'�@����E���6 K �"!$#��'�{) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�
�'�72(# n�K 2:-

����� �\�k 4��A���k���A� 	 % � � � � ���a� ��� � 	� �!� � �����8% ��	�� � �!�!��� �
�`��!$#����'E �v�"�oE���6 K �"!�#��'� ) K ��2(TO�"�'�(8���6��'� �v8��$!$#U)+�$��Y	��6;�"�'�(8���6{�'�Z2$1(2��������'� 1(�@���y9<���������'� 1(�"�oY��$�
I`����2$�'�

v
��8�1

Av
R �'�@2$�'�c�H�:���(�s�'�@2$�'2kR �'�$���'�<-�F K 1c�'�@���aE���6 K �"!$#�� �`��!$#Z�s�:���(�H�'�@2(8���6�9��v�"�{���H�'�

�@�P���'�}FQ�(�H�'�@2L���"!$#Z2}R0�'�@2$�'��H�'�(B�!$�v1(�"!$#Z2(�@6;2�RG�@�$�y9y���������'� �v�"��) K ��2(TO�"�'�(8���6��'� ��8�1}���'�}de�'��6��
AvTO8c���'8��'�a) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�g����E����@���"�'�(2&R �'�$���'� �uF���1$!�#����@2(2*Dv-TDv-CB � -s=���TO8���/ �Z���'6��'���'�(�"�'�(8���6_%&)�hS�

/ �J���*�'�(T:�'8�6;2LRG�@�$�a8����g���[�v8��$!$#P�v�"�*)��$��Y	��6;�"�'�(8���6b�'�72 K ����6e���'�LIL���72$�'�{����E*Y K �@TO�"�'�(2$�'�$�;95���"!$#Z2
�@�[%Q)�hM�����$1(2$� K@K �	���$�`) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�_�'�72$1$2$�'#��'�V���������'�<9JRG�@�$�[� K 1 �`��!$#Z�s�:���(�H�'�@2(8���6*B��H�'�(Y��(Bv,C2:9v���
� K@K ��E���6 K �"!�#��'�b) K ��2(TO�"�'�(8���6V�@�_%Q)ph �����$1$2$� K@K �	���Q1(�@��� �uFQ��1$!$#����@2(2*Dv-TDv- A � -

@�j @�j/' ) kgh67�),+6=H14)/kg+�1gk�+ cd-/=H1aeJ)/.09;3�+65g.0+

=&�"�?6;�(8���� K �'6��'����� � ���O�*���'�LI���E����@�	��2(�"���Ul����{) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�M�"1$2:9<��8�1�TOR0�'�+,uB��L�'�@���'�PI`����2$�'�
vE���6 K �"!$#��'�U) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�

Φ1
v

8����
Φ2

v

9<�v�"�oB��s�'�LTOR �'�p8��Z2$�'�$1$!$#��"�O� K �"!�#�� �{�'6��
w1

8����
w2

�v8��$!�#



� � �6� ����� ��� ��� � 
��r���������*���	��� ��� � � �
�r������� � ��� ������� �����
?���*
	�p��� ����� SpB

�	�����'
 �#
;~���Z����~ ����� 
���
q
���

(G,Vwrite,Richtung ,Φv1 , . . . ,Φvn , G′′,Φv′1
, . . . ,Φv′m

)

�+�@��67���H�
•
=`�'�G�$�O�v8�TO�"�'�(2$�xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#

G = (V,E)
-�E*�@2

V = {v1, . . . , vn}
-

•
h^B����.�O���'�cI`����2$�'�

vi ∈ V
�v�"��de�'��6��L1$�'�@���'��E���6 K �"!�#��'�b) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�

Avi

-

•
=`�'�U)D������E��'2$�'�

Richtung
9?���'� �'�@���'� ���'�U�H�'�"���'� �{�'�(2$� �Q8�� K@K �

→
] �"� K 8����

] �"� K
→
�Q8�� K@K �}�������'#�E��'�b�������<-

•
=&�"��db�'��6��

Vwrite
���'�QI`����2$�'�b��8�1

V
9	�v�"���'�@���'�exJ!$#��$�'�@��TO8�6;�(� iM�����$1$2$� K@K �'�<-

FQ8�1(67���s�
•
=`�'�GY	���(2(�@2(�"�����"�'�(2$�L�$�O�v8�TO�"�'�(2$�xZ2$� K@K �'���@��1$2�����TO6;����Y�#

G′ = (V ′, E′)
-

•
h^B����.�O���'�cI`����2$�'�

v′i ∈ V ′
�v�"�Lde�'��6���1$�'�@���'��E���6 K �"!$#��'�e) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�

Avi

-
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Ê =











⋃

v∈Vwrite

in(v)
, � K@K 1

Richtung =
�Q8�� K@K �

→
] �"� K

⋃

v∈Vwrite

out(v)
, � K@K 1

Richtung =
] �"� K

→
�Q8�� K@K �

WX�O1(2(�@E*E��e�v�"�edb�'��6��
E′ = E − Ê

901$�'2(T:�
V ′ = V

8���� �'�(T:�'8�6��a��������8�1V���'� f`����Y�#��'�

G′ = (V ′, E′)
-

A -�h^B�#��$�Q�	����#
&�#
�~��
(G′, Vwrite,Richtung ,Φv1 , . . . ,Φvn , G′′,Φv′′1

, . . . ,Φv′′m
)
��8�1:978�E ���'�kf&���A�

Y�#��'�
G′
�'�72$1$Y��$�O!$#��'���_���O1��{�'�(2$�O1Xl����

Richtung
Y	���(2(�@2(�"�����"�'�$�'�<-�=����s�'�H�"1(2

G′′ = (V ′′, E′′)E*�@2
V ′′ = {v′′1 . . . v′′m}

8����
Φv′′i

�v�"�0de�'��6��X���'�SE���6 K �"!�#��'�o) K ��2(TO�"�'�(8���6��'��l����
v′′i
-A=&�"�O1$�X)D���.�

2(�@2(�"�����"�'�(8���6b�'�.,u� K 6;2&RG�"��@�aFQ��1$!�#����@2(2 Dv- A - A �H�O1$!$#��(�"�'�H�'�<9sR0���H�'�D�s�'�+�'�@���'��)^���(2(�@2(�"�����"�'�(8���6
�'�@���O1QI`����2$�'��1Q� K@K ��E���6 K �"!�#��'�b) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�eTO8c� K@K �'�c)D���(2(�@2(�"�����'�b����Y��"�'�(2�R0�'�$���'�<-

Dv-�h^B�#��$�a����~ ����� 
���
q
���

(G′′, Vwrite,Richtung ,Φv′′1
, . . . ,Φv′′m

)
�uF K 6����(�@2(#�E}8�1mS �o��8�1:908�E �v�"�

�@���@2(�3� K �'�M) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�M�'�Z2 K ����6c���'��E���6 K �"!$#��'� �{�'6��?�@E Y	���(2(�@2(�"�����"�'�(2$�'�Uf&����Y�#��'�
G′′

TO8
Y��$��Y	��6;�"�'�$�'�<-

S�-�h^B�6��L�v�"�}�'�72.,N�'�(�72$�'�bIL���Z2$�'�e��8�1
Ê
RG�"�O���'���@�_���'�_Y	���(2(�@2(�"�����"�'�(2$�'�{f&����Y�#��'�

G′
�'�@�<�

h^B��
�(�O����IL���72$�
e ∈ Ê

E*�@2
e = (v, v′, h = (Dh, fh))

�

�N� �[WX�O1(2(�@E*E��}�v�"�LI`����2$�'�
v1, . . . , vq ∈ V ′′

9J,uB����v�"��6;� K 2:�

Ovi
∩ fh(Dh) 6= ∅

�C� �[WX�O1(2(�@E*E��}�v�"�LI`����2$�'�
v′1, . . . , v

′
q′ ∈ V ′′

9J,uB����v�"�`6;� K 2:�

Ovj
∩ Dh 6= ∅

�u! �_xJ�'2(T:�
U = {1, . . . , q} × {1, . . . , q′}

�u� �[h^B��
�(�O���O1
u ∈ U

E*�@2
u = (u1, u2)

�
� -GWX�'�$�O!�#����}�v�"�Lde�'��6��

D′
h = f−1(Ovu1

∩ Ovu2
)
-

�@� - � 1(2
D′

h 6= ∅
9��������b�'�(T:�'8�6��L�v�"�}IL���72$�

e = (vu1 , vu2 , h
′ = (D′

h, fh))
8����[,uB�6��

e
�@�

E′′
�'�@�<-

5 -25gk 9 )214jh 3f $ � )+�$��Y	��6;�"�'�(8���6V���'��) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�b�@�c�'�@���}m��"!$#Z2(8���6



� � �6� ����� ��� ��� � 
��r���������*���	��� ��� � � �
�r������� � ��� ������� �����
?���*
	�p��� ����� S A

Q �������#���
q
�	�	��

(GROI , Φ̃ 
 1 , . . . , Φ̃ 
 m , Ĝ,Av̂1 , . . . ,Av̂q
)

�+�@��67���H�
•
=`�'�G�$�O�v8�TO�"�'�(2$�xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#

GROI = (V,E)
E*�@2

V = {v1, . . . , vn}
-

•
=&�"� ) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�

Φ̃ 
 1 , . . . , Φ̃ 
 m
� K@K �'� �@E )��$��6;����E*E l��'�(R �'�����'2$�'� FQ�(��� � 1

V
1, . . . ,

V
m
� K 1 K �@���:���$�Lm�� K ��2(�"�����'�<-

FQ8�1(67���s�
•
=`�'��Y	���(2(�@2(�"�����"�'�(2$�?8����e����E*Y	���Z2(� ��TO�"�'�(2$�oxZ2$� K@K �'���@��1$2�����TO6;����Y�#

Ĝ = (V̂ , Ê)
E*�@2

V̂ = {v̂1, . . . , v̂q}
-

•
h^B����.�O���'�cI`����2$�'�

v̂i ∈ V̂
�v�"��de�'��6��

Avi

���'�GE���6 K �"!$#��'�a) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�<-
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B;-�h^B�#��$� O �#
&�Z�	������ 
���
q
���

(GROI , Φ̃ 
 1 , . . . , Φ̃ 
 m , Vwrite,Av1 , . . . ,Avn)
�uF K 6����(�@2(#�E}8�1 A �X��8�1:9

8�E �v�"��db�'��6��Q���'�
Vwrite

���'�p�'�@���'�[xJ!�#��$�'�@��TO8�6;�(� ib�����$1(2$� K@K �'�����'�VI`����2$�'�r���O1 f`����Y�#��'��8����
,uB�� �(�O���'�V�@�72$�'�$�O1$1����Z2$�'�kI`����2$�'�

vi ∈ V
�v�"��de�'��6��&1$�'�@���'�0E���6 K �"!�#��'�k) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�

Av̂i

TO8
�H�O1(2(�@E*E��'�<-

A -�)��$��Y	��6;�"�'�$�V�v�"�o�@���@2(�3� K �'� ) K ��2(TO�"�'�(8���6��'� �'�72 K ����6a���'��FQ��# n ��6;�@6;���'�@2$�'� �@� m��"!�#72(8���6 �Q8�� K@K �
TO8�E ] �"� K ���'��FQ��# n ��6;�@6;���'�@2$�'�<�
h^B�#��$�
������#
 �'
�~�� �Z���v~������#
���

q
�	�

(GROI , Vwrite,
�Q8�� K@K �

→
] �"� K

,Φv1 , . . . ,Φvn , G′,Φv′1
, . . . ,Φv′

n′
)

�uF K 6����(�@2(#�E}8�1 Z � ��8�1:9q8�E ���'� Y	���(2(�@2(�"�����"�'�(2$�'� f&����Y�#��'�
G′ = (V ′, E′)

E*�@2

V ′ = {v′1, . . . , v
′
n′}

8���� �v�"� de�'��6�� ���'� E���6 K �"!$#��'�\) K ��2(TO�"�'�(8���6��'� ,uB��U���'� Y	���(2(�@2(�"���
���"�'�(2$�'�gf&����Y�#��'�_TO8_�'�(#	� K 2$�'�<-

Dv-�)��$��Y	��6;�"�'�$���v�"�}�@���@2(�3� K �'�b) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�g�'�72 K ����6[���'��FQ��# n ��6;�@6;���'�@2$�'�a�@�cm��"!�#72(8���6 ] �"� K TO8��
�Q8�� K@K ���'�@���'��FQ��# n ��6;�@6;���'�@2:�
h^B�#��$�
������#
 �'
�~�� �Z���v~������#
���

q
�	�

(G′, Vwrite,
] �"� K

→
�Q8�� K@K �

,Φv′1
, . . . ,Φv′

n′
, G′′,Φv′′1

, . . . ,Φv′′
n′′

)
�uF K �

6����(�@2(#�E�8�1 Z � ��8�1:9c8�E ���'� Y	���(2(�@2(�"�����"�'�(2$�'� f&����Y�#��'�
G′′ = (V ′′, E′′)

E*�@2
V ′′ =

{v′′1 , . . . , v′′n′′}
8����g�v�"�?db�'��6��?���'��E���6 K �"!$#��'�M) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�g,uB��`���'�aY	���(2(�@2(�"�����"�'�(2$�'� f&���A�

Y�#��'�cTO8c�'�(#	� K 2$�'�<-

S�-�h^B�#��$� � ~� ���� ���#
�� 
��#
������
(G′′, Ĝ)

9�8�E
Ĝ
� K 1�����E*Y	���Z2(� ��TO�"�'�(2$�'�{f&����Y�#��'�_TO8_�'�(#	� K 2$�'�<-
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� � �6� ����� ��� ��� � 
��r���������*���	��� ��� � � �
�r������� � ��� ������� �����
?���*
	�p��� ����� SJD

)+�$��Y	��6;�"�'�(8���6`�'�(T:�'8�6;2SRG8��$���'�<9A�'�@����) K ��2(TO�"�'�(8���6
Φc

v

�v8��$!�#�IQ��E}���@�	��2(�"������8�1
Φ1

v

8����
Φ2

v

TO8}�'�(T:�'8v�
6��'�<9;1$������1$1

Φc
v

�v�"��xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TOE��'��6������O1�I`����2$�'��1
v
1$�&Y K ��2(TO�"�'�(2��"1(2:9;����1$1+�v�"�X�H�'�"���'� ] 8�6;�(� iy�

B��H�'�X�v�"� �{�'6��
w1

8����
w2

K ���;� K �v8��$!$#�6�� ,uB�#��(2�R0�'�$���'�c���������'�<-�=`��TO8kRG�@�$�[���'�G�Q�72$�'�$1$!�#��"�O�kTORG� �
1$!�#��'�

Φ1
v

8����
Φ2

v


 �@�[���'�VI��'�(�[���'� ���'8��'�V) K ��2(TO�"�'�(8���6
Φc

v

6�� K �'6;2� 9J�y- #<-Z�v�"��xZ2$� K@K �'���@��1(2�����T:�'�<9v�v�"�
�v8��$!$#

Φ1
v

8����
Φ2

v

8��72$�'�$1�!$#��"�O� K �"!$#Ul��'�(2$�'� K 21(�@���y9HR0�'�$���'� �$�'Y K �@TO�"�'�(2}6��O1(YH�'�"!$#��'�(2�8����{���'� ] 8�6;�(� i
�;�����_1$��E*�@2 K ���;� K �'�.,u� K 6��'�<-
da���r�H�:��!$#Z2$�;9J����1�10�O1 �78���xZ�@���VEo��!$#72:9��v�"�&I���E����@�	��2(�"���k,uB��pTOR0�'�y) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�kTO8V�H�O1(2(�@E*E��'�<9
�v�"�X����1D6 K �'�"!$#��G�S�'E*Y K ��2$�Xl��'�(R0�'�����'�<9����`�������'�(�v, � K@K 1

Φc
v

�v�"�Xm��'Y K �@�;��2(�"���?���O1+I`����2$�'��1
v
�����$1$2$� K@K 2:9

R0�'� K �O1G���'�@����f`�'E��'�@��1���E*���'�@2$�'�a���'�G�H�'�"���'�c) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�e6;�@��2:-
=&�"�}IQ��E}���@�	��2(�"���

Comb(r1, r2)
���'�Q�s�'�"���'� K �@���:���$�'�emQ� K ��2(�"�����'�

r1
8����

r2
�"1(2Q�v�"� K �@���:���$��%QB K@K �

l����
r1 ∪ r2

-
h^B����'�@���}de�'��6��

Av
���'��E���6 K �"!�#��'�e) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�g�'�@���O1QI`����2$�'��1

v
RG�@�$�_�v�"�LI���E����@�	��2(�"���{� K@K �'�

) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�<9��v�"�`����106 K �'�"!$#����5�'E*Y K ��2$�&�H�O1(�@2(T:�'�<9v��8�1 ���'�Xde�'��6��
Av

�s�'�$�O!�#����'2 8����r�@�
Av

�'�@�v�
6�� ,uB�6;2:-�=&�"�O1+RG�@�$��1$� K ����6���RG�"�O���'�(#�� K 2:9����"1+���'�@���G���'8���) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�V�v8��$!�#rIQ��E}���@�	��2(�"���k�'�(T:�'8�6;2
R0�'�$���'�<-y=&�"�WX�'�$�O!$#��78���6e� K@K �'�&IQ��E}���@�	��2(�"�����'�M���'�Q,uB��&�'�@���'�gI`����2$�'�aE���6 K �"!$#��'�{) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�
�"1(2G�@�cF K 6����(�@2(#�E}8�1�]?6��'T:�'�@6;2:-

� ~� 	�'
 �����#
;~�
(Av)

�+�@��67���H� =&�"��db�'��6��}���'�GE���6 K �"!$#��'�a) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�
Av

�'�@���O1�I`����2$�'��1
v
-

FQ8�1(67���s� =&�"��db�'��6��}���'�GE���6 K �"!$#��'�a) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�
Av
-
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B;-QxJ�'2(T:�}�v�"�Ldb�'��6��}���'�G����E}���@���"�'�(2$�'�a) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�
W = ∅

-

A -QxJ�'�
n = |Av|

8����c�'�(T:�'8�6��L�v�"�Lde�'��6��
U = P({1, . . . , n})

-

Dv-�h^B��
�(�O����de�'��6��
u ∈ U

E*�@2
u = {u1, . . . , um}

�

�N� ��� n # K �L�v�"�L) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�
Φu1

v = selu1(Av), . . . ,Φ
um
v = selum(Av)

��8�1:-
�C� �[W � K ���L�v�"�L���'8��L) K ��2(TO�"�'�(8���6

Φ′
v

RG�"�&,u� K 6;2:�

Φ′
v = Comb(Φu1

v ,Comb(. . . ,Comb(Φum−1
v ,Φum

v ) . . .))

�u! �[h^B�6��
Φ′

v

�@�
W

�'�@�<-

S�-�h^B�6��}� K@K �L���'8_����E}���@���"�'�(2$�'�e) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�a��8�1����'��db�'��6��
W

�@�
Av

�'�@�<-
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fh(i, j) = (i, i)
^ +*-dVdQ�B*.�+ ^ +d1 9$.3B�7�= ?FBCG*g"5 /2.�+EBdZbI@521 +E.=1k+

?F<05&Z60d.�+EBE:41>/
Φ = (ΦOI ,ΦP )

I�.[Z

ΦOI(i, j,m∞,mc) = (i, j,m∞,mc) ΦP (p1, p2,m∞,mc) = (p1, p2,m∞,mc)

+E1 Z[<05214/ 72.�+*-U+dB �,521 Z�+ I,.[Z
Φ′ = Φ ◦ fh

2!7�521�1 +EB*Q �2<PZ!I@521a72. + 18+E:�+b?F<05&Z60d.�+EBE:414/
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OI ,Φ
′
P )

2
72.�+,52:�-$TUG2< /�+E1W7�+d1f^H+E.[74+E1 4O^ ^E.3<P7&:414/4+E1 ^ +*-EZ�+EQ4Z .

Φ′
OI(i, j,m∞,mc) = (i, i,m∞,mc) Φ′

P (p1, p2,m∞,mc) = (p1, p2,m∞,mc)

?F<05&Z60d.�+EBdZ
Φ′
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0 0 1 0 0 0 −1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
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Φ′′
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Φ′′′

72:>B�VEQ

Φ′′ = RelMat−1(MΦ′′)

Φ′′′ = RelMat−1(MΦ′′′)
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Φ′′
OI(i, j,m∞,mc) = (0, i,m∞,mc) Φ′′

P (p1, p2,m∞,mc) = (0, p2,m∞,mc)

Φ′′′
OI(i, j,m∞,mc) = (i, 0,m∞,mc) Φ′′′

P (p1, p2,m∞,mc) = (p1, 0,m∞,mc)
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GROI comp�v�"�QE���6 K �"!$#��'�k) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�
Av
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���O1GmQ��8�E��O1����'�GlZ�@�(2(8�� K@K �'�_)+�$��T:�O1�1$���$�'�

P
�@�kW �'TO�"�'#Z8���6oTO8��'�@�	�������'��8����[E��J��� K@K �"�'�$�'�c�v�"���v8��$!�#

���'�c%&)�hS� / ��E*Y�� K �'�Q�'�(T:�'8�6;2$�LIQ��E*E}8����@�;��2(�"���<-
h^B���'�@���r#v�t�<������1(,u���(Eo��2(�"���

h = (Dh, fh)
���'�IL���Z2$�

e = (v, v′, h)
8����{,uB���v�"�r) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�

Φv
8����

Φv′
K3n 1$1(2X1(�"!$#[�v�"��TO8�6��'#����(�@6��`IQ��E*E}8����@�;��2(�"����1(�$� K ��2(�"���

hcomm = (hcommL
, hcommR

)
97RG�"�

,N� K 6;2:9������$1(2$� K@K �'�<�

hcomm = Φv ◦− fh ◦+ Φ−1
v′
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=&�"� K �@���:���$� m�� K ��2(�"���
hcomm (δv′)

6;�@��2a,uB��g�'�@� �S�'E*Y K ��2$� � � K �'E��'�72
δv′

�v�"�Udb�'��6�� ���'� �(�'���@6��'�
�5�'E*Y K ��2$� � � K �'E��'�72$�a���<9Dl����U���'���'� �v�"���{�'�(2$�[TO8��*WX�'�$�O!$#��Z8���6M���'����8v,

δv′
K �"�'6��'�����'� xZ2$� K@K �'�v�

�@��1(2�����T:�'�_6�� K �O1��'�_R0�'�$���'�bE}B�1$1$�'�<-	=`���H�'�y�;�����c1$�:R ��# K
Φv

� K 1Q��8�!$#
Φv′

�'�@���Lde�'��6��L�����$1(2$� K@K �'�<-
h^B��p�'�@����xZ2$� K@K �'���@��1(2�����T

αv′
���O1pI`����2$�'��1

v′
6;�@��2

αv = fh(αv′)
�v�"�QxZ2$� K@K �'���@��1$2�����T&���<9;l����o���'�

αv′K �O1$�'�kE�8�1$1:-�=&�"��de�'��6��
Φv(αv)

�$�'Y�� n 1$�'�72(�"�'�(2`�v�"���5�'E*Y K ��2$� � � K �'E��'�72$�;9Hl����c���'���'�c�v�"�}xZ2$� K@K �'���@�v�
1(2�����T

αv′
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αv
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αv′
6��O1(YH�'�"!$#��'�(2p�"1$2:9�B��s�'�$�'�@��1(2(�@E*E��'�<-J=&�"�O1$�

FQ8�1(R ��# K �'�.,N� K 6;2 �@�k���'�GWX�'�$�O!$#��Z8���6o�v8��$!$#_���'�cjQYH�'����2$���
◦−

�@�
Φv ◦− fh(αv′)

�����v8��$!$#<9�����1$10,uB��
�v�"���(�'���@6��'�c=&�@E��'��1(�"�����'�<9	�v�"�L�v�"�O1$�s�'TOB�6 K �"!�#cTO8��G���'�.,uB�6;8���6r1(2$�'#��'�<9��v�"� � ���'�72(�@2 n 2Q6��'R n # K 2QRG�@�$�y-
xZ�@���{��8v, �'�@���'Ez�S�'E*Y K ��2$� � � K �'E��'�72

δv′
E��'#��$�'�$�VxZ2$� K@K �'���@��1(2�����T:�'�P���'�}xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TOE��'��6��

Ov′6��O1(YH�'�"!$#��'�(2:9Z1$�L����1$1
Φv′(δv′)
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h
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Stelleninstanz

Template−Element

Element des Zwischenraums einer linearen Relation

β1

β2

β3

β4

β1

β2

β3

β4

Φv′
OI

Ov′ Ov

∈ ∈

Φv′ Φv

ΦvOI
ΦvP

Φv′
P

∈ ∈

D � D �

fh

αv′ αv

FQ����� K �v8���6 B A ��WX�'�"1(Y��"� K TO8���WX�'�$�O!$#��Z8���6V���'�QI���E*E}8����@�;��2(�"����1(�$� K ��2(�"���
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v, v′
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K ��2(�"���<-J=Q�"��xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TOE��'��6��'�
Ov

8����
Ov′

���'�XI`����2$�'�
v, v′
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Ov
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D � = {β1, . . . , β4}
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K���� � ~�  X ��� � �
(G,Φv1 , . . . ,Φvn , Gcomm )

�+�@��67���H�
•
=`�'�V����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�g�$�O�v8�TO�"�'�(2$�PxZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#

G = (V,E)
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V =
{v1, . . . , vn}
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Gcomm = (Vcomm , Ecomm )
-

5 -2kg5 9 )214jh 3f

B;-QxJ�'2(T:�
Vcomm = Vcomp

8����
Ecomm = ∅

-
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e ∈ Ecomp
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e = (v, v′, f)

�H�'�$�O!$#����e�v�"� K �@���:���$�cmQ� K ��2(�"���
hcomm =

(hcommL
, hcommR

)
E*�@2Q���'�������$1$!$#��(� ,u2:�

hcomm = Φv ◦− f ◦+ Φ−1
v′

h^B�6��L�v�"�L���'8��LIL���72$�
e′ = (v, v′, hcomm )

�@�
Ecomm

�'�@�<-

5 -/5 k 9 )214jh 3f '	+ � WX�'�$�O!$#��Z8���6V���O1�I���E*E}8����@�;��2(�"����1(6;����Y�#��'�
Gcomm

=`�'�0IQ��E*E}8����@�;��2(�"����1(6;����Y�#
Gcomm

�$�'Y�� n 1$�'�Z2(�"�'�(2�� K 1$�}�v�"��l���E %&)�hS� / ��E*Y�� K �'�G�'�(T:�'8�6;2$�QIQ��E*E?�
E}8����@�;��2(�"���{8����a1(2$� K@K 2`,N� K 6��'����� �t�v,N���(Eo��2(�"�����'�{TO8��`���'�.,CB�6;8���6��yh^B�� �(�O���?h K 8�1�1�����# n ��6;�@6;���'�@2L�@E
����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�'���$�O�v8�TO�"�'�(2$�'��xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#��'�*�'�72(# n�K 2^���'�5I���E*E�8����@����2(�"����1(6;����Y�#

Gcomm�'�@���&IL���72$�;9��v�"�`� K 10da���(�Z�"�'�(8���6,uB�� �v�"�&�'�72$1$Y��$�O!$#��'������h K 8�1$1�����# n ��6;�@6;���'�@2��v�"�&I���E*E�8����@����2(�"����1.�
�$� K ��2(�"���

hcomm

�H�O1(�@2(TO2:9��v�"�L�v�"�LWX�'TO�"�'#Z8���6��'�cTORG�"1$!�#��'�b���'�c�S�'E*Y K ��2$� � � K �'E��'�72$�'�a�H�O1$!$#��$�'�@��2:-
WG��1(�"�'�$�'���g��8v,0���'�`W �'TO�"�'#Z8���6��'�{���'���5�'E*Y K ��2$� � � K �'E��'�Z2$�;95�v�"�?�v8��$!$#g�'�@���I���E*E}8����@�;��2(�"����1(�$� K �A�
2(�"���

hcomm

�H�O1$!$#��(�"�'�H�'� RG�@�$�y9 K3n 1$1$2�1(�"!$# �'�Z2$1$!$#��'�"���'�<9 ��� ���'� ] 8�6;�(� i K ����� K �"1$2��Z���'����� IQ��E?�
E}8����@�;��2(�"��� �H�'����2(�@6;2�RG�@�$�y-
� 1(2*�v�"�[���'�(2$�'� K 2(8���6P6��'�	��8��'�o1(YH�'TO� ��TO�"�'�(2:9DT�->W`-+����1$1o� K@K �k�S�'E*Y K ��2$� �
=&�@E��'��1(�"�����'� � K �J!$�Jl��'�(2$�'� K 2_1(�@���y9X������� �;����� ����#	����� ���'�kh����(E ���'�kI���E*E}8����@�;��2(�"����1(�$� K ��2(�"���
TO8�1 n 2(T K �"!�#c�H�O1(2(�@E*E}2�R �'�$���'�<9�R � K !$#��O1&I���E*E}8����@�;��2(�"����1(E�8�1(2$�'��1(�"�`�s�O1�!$#��$�'�@��2:-
xJ��E*�@2`�'�72(# n�K 2����'�QIQ��E*E}8����@�;��2(�"����1(6;����Y�#

Gcomm

� K@K �LTO8��`WX�'R0�'�(2(8���6k���'�QIQ��E*E}8����@�;��2(�"���g�����
2(�@6��'� � �v,u���(Eo��2(�"�����'�<- �+�@�{I��;1(2$�'��E��J��� K@K 1(YH�'TO� ��TO�"�'�(2}����#��'��TO8��}WX�'R �'�(2(8���6c�v�"�*I��;1(2$�'�v,u8����J2(�"���

CostFunc
9��v�"���v�"��,u� K 6��'������xZ�@6;�	��2(8��Q�s�O1$�@2(TO2:�

CostFunc : Gcomm → N



� � �6� ����� ��� ��� � 
��r���������*���	��� ��� � � �
�r������� � ��� ������� �����
?���*
	�p��� ����� WM`

@�j ��j 7 5 3f!4�=pj�- .0),+6.09 h � 5�-/)/u j6.?+ cd-/=H1aeJ)/.09;3�+65

�`��!$#����'E ���'� F K 6����(�@2(#�E}8�1 TO8��XWX�'�$�O!$#��78���6����'�XI���E*E�8����@����2(�"���_,CB�� �'�@�����P��# K l����V) K ��2(TO�"�'�(8��v�
6��'�c����6��'6��'�H�'�k�"1(2:9J�������k���'�GF K 6����(�@2(#�E�8�1G,uB��G�v�"�&FQ8�1(RX��# K ���'��) K ��2(TO�"�'�(8���6o�����(6��O1(2$� K@K 2GR �'�$���'�<-
F K 6����(�@2(#�E}8�1 BMBL�H�'�$�O!$#����'2&,uB�� �(�O���}I���E����@�	��2(�"���al����e) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�g���'�eI���E*E}8����@�;��2(�"����1(6;���A�
Y�#��'�[8����V�s�'R �'�(2$�'2 �@#��k�v8��$!�#[�v�"�`h�8����J2(�"���

CostFunc
9J�v�"��� K 1 FQ�(6;8�E��'�72XB��H�'�(6��'�s�'�[RG�@�$�y- ] 8�E

xJ!$# K 8�1�10R �'�$���'�k�v�"�Q) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�e��8�1(6��'6��'�s�'�<9J�v�"�&�'�72$1(Y��$�O!�#��'���k���'� IQ�;1(2$�'�v,C8����J2(�"���
CostFunc�v�"���H�O1(2$��I���E*E�8����@����2(�"���a�'�(T:�'8�6;2�#	���H�'�<-

Q � �������
q
���

(G,Av1 , . . . ,Avn ,CostFunc,Φv1 , . . . ,Φvn)

�+�@��67���H�
•
=`�'�V����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�g�$�O�v8�TO�"�'�(2$�PxZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#

G = (V,E)
E*�@2

V =
{v1, . . . , vn}

-

•
h^B����.�O���'�cI`����2$�'�

vi ∈ V
�v�"��de�'��6��L1$�'�@���'��E���6 K �"!�#��'�b) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�

Avi

-

•
�+�@���LIQ�;1(2$�'�v,C8����J2(�"���

CostFunc : Gcomm → N
-

FQ8�1(67���s�
•
h^B����.�O���'�cI`����2$�'�

vi ∈ V
1$�'�@���L��8�1(6��'R n # K 2$�}) K ��2(TO�"�'�(8���6

Φvi

-
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B;-QxJ�'2(T:�}�v�"���p���(�3��� K �
costbest = ∞

-

A -�WX�O1(2(�@E*E��P�v�"�{F���Tw��# K
mvi

���'�kE���6 K �"!�#��'� ) K ��2(TO�"�'�(8���6��'� ���O1_I`����2$�'��1
vi
,uB��c� K@K �

i ∈
{1, . . . , n}

-

Dv-�WX�O1(2(�@E*E��}�v�"�Ldb�'��6��}���'��I���E}���@�	��2(�"�����'�g���'��E���6 K �"!�#��'�b) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�<�

K = {1, . . . ,mv1} × . . . × {1, . . . ,mvn}

h^B����'�@�
u ∈ K

8����[�'�@�
vi ∈ V

1$�'�
πvi

(u)
�v�"��)+�$� �.�'�J2(�"���c��8v,^�v�"�

i
� 2$��IQ�Z���$�v�@�	��2$�;9	�v�"�&���'E

I`����2$�'�
vi
TO8�6��O���$�v���'2Q�"1(2:-

S�-QxJ�'2(T:�}���'�
n
�t�v�@E��'��1(�"���	� K �'�c���'�J2$���

% ∈ K
��8v,

% = (1, . . . , 1)
-

Wv-�h^B��
�(�O���O1
u ∈ K

�

�N� ��� n # K �`,uB����.�O���'�bI`����2$�'�
vi ∈ V

E*�@2
Φvi

= selπvi
(u)(Avi

)
�'�@���L) K ��2(TO�"�'�(8���6[��8�1:-

�C� �[h^B�#��$� K��$� � ~� $ X ��� �$�
(G,Φv1 , . . . ,Φvn , Gcomm )

�uF K 6����(�@2(#�E}8�1�Ba` �D��8�1:9�8�E ,CB��+�v�"�����Z�
2(8�� K@K ���P��# K ���c) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�a���'�_I���E*E�8����@����2(�"����1(6;����Y�#��'�

Gcomm

TO8_�H�'�$�O!$#����'�<-
�u! �[WX�'2$1(�@E*E��}�v�"�LI��;1(2$�'�

cost
E*�@2

cost = CostFunc(Gcomm )
-

�u� � � 1(2
costbest > cost

9��������c1$�'2(T:�
% = u

8����
cost best = cost

-

Zv-�h^B��
�(�O���'�_I`����2$�'�
vi ∈ V

R n # K �}�v�"�L) K ��2(TO�"�'�(8���6
Φvi

= selπvi
(%)(Av)

��8�1w-

5 -25gk 9 )214jh 3fi' ' � FQ8�1(R ��# K ���'���H�'TOB�6 K �"!$#U���'��IQ�;1(2$�'�v,C8����J2(�"���
CostFunc

�H�O1(2$�'� ) K ��2(TO�"�'�(8���6
,uB����.�O���'�cI`����2$�'�b���O1Qf&����Y�#��'�

G



� � �6� ����� ��� ��� � 
��r���������*���	��� ��� � � �
�r������� � ��� ������� �����
?���*
	�p��� ����� WHB

����� � ���R�����8%���	���� � � � ��� ����������	�%�!� � �

FQ��1$!$# K �"�'���'���bRG�@�$�cF K 6����(�@2(#�E}8�1sB A l����(6��O1(2$� K@K 2:9 ���'��,uB����'�@�b� K 1��$�O�v8�TO�"�'�(2$�'��xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#
6��'6��'�H�'���O1p)+�$��6;����E*E?,u����6;E��'�72G�v�"�G�H�'TOB�6 K �"!$#[�'�@���'�pI��;1$2$�'�v,C8����J2(�"���

CostFunc
�s�O1(2$��) K ��2(TO�"�'�(8���6

,uB��p�v�"�G�@�72$�'�$�O1�1����72$�'�[I`����2$�'�r���O1+�$�O�v8�TO�"�'�(2$�'�_xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#��'�_��8�1(R n # K 2:-7=����s�'�	RG�@�$�o���	�A�
K ��6�TO8�E F K 6����(�@2(#�E}8�1 BDl����(6��'67����6��'�<-A=&�"�+IQ�;1(2$�'�v,C8����J2(�"���

CostFunc
RG�@�$��l����}��8����'�Ll����(6��'6��'�H�'�<9

1$������1�1S���'�^F K 6����(�@2(#�E�8�1S8��	����# n ��6;�@6`l�������'E ���'�SIQ�;1(2$�'�v,u8����Z2(�"���
CostFunc

TO8�6;�(8������ K �"�'6��'�����'�
I��;1$2$�'��E��Z��� K@K �"1(2:-
F K 6����(�@2(#�E}8�1�B A 6;�@��2^���'�?Y	���(2(�@2(�"�����"�'�(2$�'�*8��������E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�'�rf&����Y�#��'�

G
��8�1w9wR ���s�'�J,uB�� �(�O���'�

I`����2$�'�_l����
G
�'�@���L) K ��2(TO�"�'�(8���6V��8�1$6��'R n # K 2��"1$2:-

G O V����7~������~�
(GROI , Φ̃ 
 1 , . . . , Φ̃ 
 m ,CostFunc, G,Φv1 , . . . ,Φvn)

�+�@��67���H�
•
=`�'�&�$�O�v8�TO�"�'�(2$�[xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#

GROI

���O1�TO8P���	� K�� 1(�"�'�$�'�����'�P)��$��6;����E*E?�
,u����6;E��'�72$1:-

•
=&�"� ) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�

Φ̃ 
 1 , . . . , Φ̃ 
 m
� K@K �'� �@E )��$��6;����E*E l��'�(R �'�����'2$�'� FQ�(��� � 1

V
1, . . . ,

V
m
� K 1 K �@���:���$�Lm�� K ��2(�"�����'�<-

•
�+�@���LIQ�;1(2$�'�v,C8����J2(�"���

CostFunc
E*�@2

CostFunc : Gcomm → N
-

FQ8�1(67���s�
•
=`�'�LY	���(2(�@2(�"�����"�'�(2$�V8����{����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�r�$�O�v8�TO�"�'�(2$�kxZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#

G =
(V,E)

-

•
=&�"� ) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�

Φv1 , . . . ,Φvn

���'� �@�72$�'�$�O1$1 ���72$�'� I`����2$�'� ��8�1
V =

{v1, . . . , vn}
-

5 -25gk 9 )214jh 3f

B;-�h^B�#��$� Q �������#���
q
�	�	��

(GROI , Φ̃ 
 1 , . . . , Φ̃ 
 m , G,Av1 , . . . ,Avn)
�uF K 6����(�@2(#�E�8�1 [ �5��8�1w9:8�E ���'�

Y	���(2(�@2(�"�����"�'�(2$�'�P8����a����E*Y	���Z2(� ��TO�"�'�(2$�'� f`����Y�#
G = (V,E)

E*�@2
V = {v1, . . . , vn}

8����b,uB��
�(�O���'�cI`����2$�'�

vi ∈ V
�v�"�Ldb�'��6������'��E���6 K �"!$#��'�b) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�

Avi

TO8k�H�O1(2(�@E*E��'�<-

A - �`��!$#Z�s�:���(�H�'�@2(8���6[���'���s�'�$�'�@2$1�6�� ,C8������'���'�c) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�<�

�N� � �u��Y�2(�"���	� K ��h^B�#��$� � ~� ��#
&����'
�~��
(Avi

)
�uF K ��6;�(�@2(#�E}8�1�] �0,uB�� �(�O���'�_I`����2$�'�

vi ∈ V
��8�1:9

8�Eq,uB�� �.�O���`de�'��6��
Avi

���'8���) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�b�����v8��$!$#_TO8_�'�(T:�'8�6��'�<9�����1�1�� K@K �&) K ��2(TO�"� �
�(8���6��'�a��8�1

Avi

E*�@2$�'�@�	�������'�&����E}���@���"�'�(2QR0�'�$���'�<-
�C� �[h^B�#��$� n � � � ~��$�J~��� 

(Avi
)
�uF K 6����(�@2(#�E}8�1 ^ � ,uB��
�(�O���'�cI`����2$�'�

vi ∈ V
��8�1:9�1$�o����1$1G,uB��

�(�O���'�cI`����2$�'�
vi
�v�"��de�'��6��

Avi

�Z8���%&)�h �����v,u���(E��L) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�e�'�Z2(# n�K 2:-

Dv-�h^B�#��$� Q � ������
q
���

(G,Av1 , . . . ,Avn ,CostFunc,Φv1 , . . . ,Φvn)
�uF K 6����(�@2(#�E�8�1 BMB �_��8�1:9�8�E

��8�1�� K@K �'�aE���6 K �"!$#��'�{IQ��E}���@�	��2(�"�����'�Ml����a) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�{�'�@���IQ��E}���@�	��2(�"���M��8�1$TO87R n # K �'�<9
�v�"�}�'�72$1(Y��$�O!�#��'���b���'��IQ�;1(2$�'�v,u8����Z2(�"���

CostFunc
�v�"���H�O1(2$��I���E*E�8����@����2(�"���a�'�(T:�'8�6��'�<-
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� db�'2(#��J���TO8��LWX�'�$�O!$#��78���6cl����{) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�{,uB��L� K@K 6��'E��'�@���*W �'�$�O!�#��78���6�1.�
�@��1(2�����T:�'�



� � � � � � � ��� ������� ��� � W A

� � ��� � � ���+���g# ��!H���


=&�"�[�@� F���1�!$#����@2(2 De�H�O1$!�#��(�"�'�s�'���_) K ��2(TO�"�'�(8���6�1(E��'2(#��Z���cRG8��$���c� K 1�IQ��E*Ys�����'�Z2$�b���O1�)��$� �.�'�J2$1
|J~Z~;�v~ � f�46^MZ��+�'�72tRG�"!���� K 2L8����b�@�e�'�@�{xZ�Z�(�@Y�2&�@�72$�'6;�(�"�'�(2:9y����1`�v�"�*xJ!$# K �'� ,N�'��1 n 2(T:�?���O1&B��s�'�(6��'�H�'���'�
)+�$��6;����E*E�102(������1.,N���(E*�"�'�(2:9Z����1�mQ�O1(8 K 2���2��@�o����1XjQ�(�@6;�@�	� K Y��$��6;����E*EqRG�"�O���'�0�'�@�v,uB�6;2�8����o����1$!�# K �"� �
���'��������1+2(������1(,u���(E*�"�'�(2$�Q%Q)�hS�t)+�$��6;����E*Eq�v8��$!$#V���'�o%&)�hS� / ��E*Y�� K �'�0F&=�FQ)p��j&m B��H�'�$1$�'2(TO2:-�=&�"�
� E*Y K �'E��'�72(�"�'�(8���6V�s�O1(2$�'#Z2Q��8�1X,N� K 6��'�����'�c)+�$��6;����E*E��'�<�

������
�������7~���� =Q�"�O1��O1�)+�$��6;����E*E K �"�O1(2&�'�@�c�@�b%&)�h 6��O1�!$#��(�"�'�H�'���O1&)��$��6;����E*E �'�@�b8����c���v2(���A�
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 (p), CS(p) * ��� S(p, p′) +�*�,&(-.�����#�#��� ,�* ��"/��� ,10 -��2� * ���#�$�	3���-�� * ���4��� ,15 � , 3��#3���-������ ,�* ��"4��� , ��� , ��%���� * ��")��� 687 *�,19 ��� ,�: �����;3��	3���-��/�������� , &(����")�����#�=< 5?> ;A@B-��2���#��� , "$�#C�3���?D)� , �%��������������FEG�	3������3 ,�* �.3 *�, ��� �H�����1���%��
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•
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ncpu Ð �mÑUÒz�©©�Ñ����P�ÔÓ	�P���f�P�b���^Õ��P��£!�P��Ö^£)§�����¤��©P�b��ÒJ�2£!�P� Ð ��ÑzÒU�©�©�Ñ�� p × �W�
0 ≤ p < ncpu

£$�_�1¦]���§�¨	©��PØU�W�WÑ$�c�P�c¼
O Ù (p) = [p · k : min(p · k + k − 1, n) : 1]

O � (p) = [p : n : ncpu]
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AK;?8SFG!!IO89;?>$!2< � � "+� 1 ;#� $ " � 1 1�Q,; � C��MCI<=#E;?8�� #�I�;%��Ao�FA/CB>�> � 1 1PQ��189;=</8 ê 8�� #�8�C�!2J18��E�-CI�#C_A28Z>BE[C�#�89<�;�MC�!27:>�D��B< $ ��8PTT8���89<��Z;?8�� #.&$E[CI7�;%# TWV���89;=</8�Y*� �MC�[ � ��hBJ18H!2</AQ89;=</8�eT#�8��MC�#E;+�B</>E7:89< � 8U!2<=#�8���>��M�2;?8ZAK�=;?���/8
(��B7�7)!2<2;=�BC�#E;+�B</>�7<!/> #�8���D18�� � �?89;?�M�!C-C��
>E;=</Ao�$I�;%��A:A28��V-%C��MCI7:8�#�8��X�POS� � 3

k
CG89;-CI�=�?89<�lp8Z> #mT : �=�?89<gD18��m;IO89</A28�#.&

E�8����
89</���27YC��E�2CG8Z>������ : <2�J#�>E;?�M�*C�!�TW/ 8Z>�>$!2< � 89<2TbV��'�P;X!2</A��U;RAK;=7:89</>E;+�B<-CI�?8\Y*� �MC�[K>.&)E�;?8�D18���I�89<�;
A28�#�89<KY�� �MCJ[ � ��hBJ189<�!2</AfAK;?8 ê 8�� #�8nA28Z>1-�C��MCI7:8�#�8���> ��O*� � 3W>E;=</A¥TWV�� AK;?8��P;�!2</A(�U;RAK;=7:89</>�;+�B<-CI�?89<
l58Z>$#mT : �=�?8[;=<4lpC	CG89�=�?8n�QC�!�T � 89�=;?>$#�8�#.&

Y�� �MCJ[ � ��hBJ18�P;RAK;=7B&
N1 ∈ {128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192, 16384, 32768, 65536}
shift1 ∈ {0, 1, 5, 128, 1024}�U;RAK;=7
N1 = N2

7�;%#
N1 ∈ {128, 256, 512, 1024, 2048}
shift1 = 0

!2</A
shift2 ∈ {0, 64, 128, 192, 256, 320, 384, 448, 512, 576, 640, 704, 768,

832, 896, 960, 1024}
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8���8Z�M��;<=!2< � 89<�I�;?81M:�`A28�� $�7:8Z>M>�89<D&�E	;?8FY*!�
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�G8�>$�Z!27 � 8Z>������E;?8�CG89<"�5A/CB>�>�>�89;=< ��8Z���=#�8Z�M�`; � 8���eT#�8��MC�#E;+�B</> �MC�!27 ;=< ��I�89;�ÛF���2�?89;STb89<
C�!�T � 8�#�89;=�%#'I�!���A28D�/AK;?8BåE8�IO89;=�?>cA/CB>�!2<>#�8���8GC���I &/A/CB>���CG8���8ME1��89;?8Z���WC�!�TI� : �2�?89<D&�`�;S;
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nT = 1
UU!2</AK�U;RAK;=7:89</>E;+�B<-CI�?8�Y�� �MCJ[F>QS

nT =
2)
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 � 
�� & � � ��
 � $ ��7D� "�� H � 1 &�� H � 2 ; H�H $ & � ��� ��
 � 
�� & � � ��
 � $ ��7D�
"�� H � 1 ; H�H $ & ���� %����<� � $��� ����2 ��
 $ " �`��7����B& �`��7����*; ��� %���� � � $)��� ����2 ��
 $ " �F��7����*;��� %����<� � $��� ����2 ��
�� " �`��7����B& �`��7����*; ��� %���� � � $)��� ����2 ��
�� " �F��7����*;
� 7 �

1
� �.M,�PO*� � 3

1
&��

1 � 7 �
1
� �.M,�POS� � 3

1
&��

1

� 7 �
2
� � M���O*� � 3

2
&��

2 � " � 1 ;#� $ " � "+� 1 ;�;
� "+� 2 & � 2 ; � $ " � "+� 2 & � 1 ;�; 
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E1!�������AK;?84i�C��E;LC�#E;+�B< A28��BFG! � �E; q >mTI!2<2�J#E;+�B< � "+�
2
& �

1
;4C���I & � " �

1
;KD��B< $ IO8���A289<áD18���>��M�2;?8ZA289</8

(��B7�7)!2<2;=�BC�#E;+�B</>�7<!/> #�8���8�� �H8�! � #.& E�;?8�l58Z> #mT : �=�?8�7�;%#[;=����89< �"! � 89��h��E; � 89< FG! � �E; q >mTA!2<2�J#E;+�B</89<i>E;=</A;=<NlpC	CG89�=�?8 ì C�!�T � 89�=;?> #�8�#.&E�;?8Fl58Z> #mT : �=�?8=��.������ 1D C���I &*��.��!���
2D

8�� �H8�! � 89<W�189;=</8S(*�B7�7<!2<2;=�DC�#E;+�B<"�-A/C�>E;?8�AK;?8FE[C�#�89<W<=!����+�	;
�DCI�-���B�2;?8���89<D&HE�C � 8 � 89<_> #�89�=�?89<_AK;?8\lp8Z> #mT : �=�?8=�POS� � 3 1D C���I &��POS� � 3

2D

89;=<0(��B7�7)!2<2;=�BC�#E;+�B</>�7<!/> #�8��
A/C��H��CG89;/A2897 AK;?8 ê 8�� #�8
;=<Y89;=</8��kE�;=7:89</>E;+�B<;!27 89;=</8�(*�B</> #MCI<=#�8\D18���>����7��CG89<�I�8���A289<D&)E�8��kl58Z> #mTdCI�=�
C� !�!�

2D

CG8Z>��M����89;#C�#	CI�?>�(��B7�7)!2<2;=�BC�#E;+�B</>E7)!/> #�8���AK;?81-�8��E7<!�#MC�#E;+�B<gA28Z>�Y�� �MCJ[F> $ &"SWeR7 ��I�89;?AK;=7:89<�;
>E;+�B<-CI�?89< > CI�=� ;?> #YCI�?>0-p8��E7)!�#MC�#E;+�B<�<>!��YAK;?8�l �MCI</>E� �D>E;%#E;+�B<�A28Z>�Y*� �MC�[K> $ 7gh � �=;?���D& U�E�;?8W�?8�# �"#�89<
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l58Z> #mTdCI�=� �U;RAK;=7:89</>E;+�B<-CI� �P;RAK;=7:89</>�;+�B<-CI�
��.��!���

f ���������
2D

(i, j) =

(

1 0
0 1

)

·

(

i

j

)

+

(

0
0

)

f ���������
1D

(i) = i

�PO*� � 3
f �	��
���

2D
(i, j) =

(

1 0
0 1

)

·

(

i

j

)

+

( ��O*� � 3
2

0

)

f �	��
���
1D

(i) = i +
�POS� � 3

1

C� ����
2D f �����	�

2D
(i, j) =

(

0 1
1 0

)

·

(

i

j

)

+

(

0
0

) ;

1���.��!(�������3
f ����������������� (i, j) =

(

1 0
0 0

)

·

(

i

j

)

+

( �POS� � 3
2

1

) ;
/� �-� ������

f �������������
2D

(i, j) = lookUpTable(i, j) f �������������
1D

(i) = lookUpTable(i)
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CG89;?A289<Klp8Z> #mT : �=�?8T/� �-� ������ 1D C���I & /� �-� ������
2D

7:8Z>�>�89<^A/CBA'!������]AK;?8Q�
8���8Z���2<>!2< � A28��C(��B7�7<!2<2;S;
�DC�#E;+�B< �"!�� é C�!�TA�H89;%#H�5A/CB>�>PAK;?8:FG! � �E; q >mTA!2<2�>#E;+�B< A'!������i;=</AK;%��89�J#�8gY�A'��8Z>�>�;?8�� !2< � V�CG8��PAK;?8glpC	CG89�=�?8
lookUpTable

��8HCI�=;?>E;?8�� #	;?> #.&�E[C	C@89;�89</>E���E;?���>#	A/CB>*(��B7�7<!2<2;=�DC�#E;+�B</>E7)!/> #�8��PA2897çlp8Z> #mTbCI�=�'�POS� � 3
1DC���I & ��O*� � 3

2D

&

� �T�Z��� 	/r � � �kv4�
E�;?8Z��IO89;%#�8 L � !2�2�G8Z!27�TbCB>M> #�AK;?8
lp8Z> #mT : �=�?8 �"!��:��8�I�8�� # !2< � A28��@(��B7�7)!2<2;=�BC�#E;+�B<	��I�;?>����/89< ��I�89;
!2<=#�8���>M���2;?8ZAK�=;?����D18�� #�89;=�%#�89<^Y�� �MCJ[F>.&zE�C��"!oIO8���A289<j`��?897:89<=#�8�89;=</8Z>}�U;RAK;=7:89</>E;+�B<-CI�?89<^Y�� �MCJ[F>5;=<�89;=<��P;
AK;=7:89</>E;+�B<-CI�?8Z>BY�� �MCJ[@!2</A�`��?897:89<>#�8	89;=</8Z>]�P;RAK;=7:89</>E;+�B<-CI�?89<¥Y�� �MCJ[F>�;=<Y89;=<
�U;RAK;=7:89</>�;+�B<-CI�?8Z>BY*� �MC�[
���B�2;?8�� #.&�E�8��]@��`A28]TWV���AK;?8FC@89;?A289<¥i�8���>E;+�B</89<}A28��\ÛF�M�2�?89;STT89</> : # �H8P;?> #
;=<NY\C�C2;=�?A'!2< � � [�CI< � 8 � 8�CG89<D&

� ��.�����E�-*��9���3S��.!-�� � 1���������� 1�� & � 1H�������!� � ��.�����E�-S�A9���3*�!.�- & � 1H�������!� 1�� � � 1����������
� 7 �

1
� � M��POS� � 3

1
&W�

1 � 7 �
1
� �.M,�PO*� � 3

1
&_�

1

� " � " � 1 ;�;#� $ " � 1 ; � " � 1 ;#� $ " � " � 1 ;�;
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Y]C�C2;=�?A'!2< � � [�d�E�;?8oÛF���2�?89;STb89</> : # �H8�A28��]l58Z> #mT : �=�?8�C�!/>cA28�� ��I�89;%#�89< L � !2�2�G8
Y	�?>*FG! � �E; q >�TI!2<2�J#E;+�B</89<NI�!���A289<B�"!27 89;=</89< AK;?8 > !2<2�J#E;+�B<

f1(i) =

(

i

1

)

� 8�I : �2�%#H��AK;?8fC�!�TPAK;?8}8���> #�8�F@89;=�?8}A28Z>��U;RAK;=7:89</>E;+�B<-CI�?89<áY*� �MC�[K>;�"! � ��89;STA#H�9!2</A �"!27 CI</A28���89<�AK;?8
> !2<2�J#E;+�B<

fdiag(i) =

(

i

i

)

AK;?8�C�!�T5AK;?8]E�;LC � �B<-CI�?8�A28Z>B�U;RAK;=7:89</>�;+�B<-CI�?89</Y*� �MC�[K>��"! � ��89;STI#.&HE[C��MC�!/>
8�� � 8�C@89<_>E;?����TE�B� � 89</A28]lp8Z> #m;T : �=�?8$d
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� � 1�����������1�� & � 1H��������� & � 1H�������!� 1�� � � 1����������
f1(i)

��.!C�� � � & � 1
��.!C���& � � � 1

fdiag(i)
��.!C�� � � & � diag ��.!C���& � � � diag
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�
2�3>Q�&�2>Q����

������� � �A-�E*� � "+� &��*;#� $ " �#&��,; 1��
�
2�3>Q�&�2>Q����

������� � E���3 � "+� &��*;#� $ " �#&��,; $��
�
2�3>Q�&�2>Q����

������� � ��� � "+� &��*;#� $ " �#&��,;�	
� � 2�3>Q�&�2>Q����������� 
�� C � "+� &��*;#� $ " �#&��,; $�$�
�
2�3=Q�&�2=Q����
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ā
�1A/CB>V/^CUOF;=7)!27

amax
!2</A*A/CB>

/ ;=<2;=7<!27
amin

A28�� /g8Z>�> ��89;=�/8�8�� � 8�C@89<f>�;?���¥I�;?8FTE�B� � #Jd
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