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Schulmethode fiir Matrixmultiplikation
zweier n x n Matrizen A und B:

n
Cj = Z a,-kbk/
k=1
Beispiel: multipliziere zwei 2 x 2 Matrizen
(311 312) . (bﬁ b12> _ (011 C2 _
82 a2 b21  bop Co1 C22

(311b11 + aipbor  a11bi2 + 312b22>
ao1b11 + axpbo1  ax1bi2 + axboo

.
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Motivation

Es gibt aber bessere Algorithmen zur Matrixmultiplikation:
@ Schulmethode fiir Matrixmultiplikation hat Aufwand O(n®).

@ Die Matrixmultiplikation nach Schonhage und Strassen
hat “nur” den Aufwand O(n?81)!

= D.h. diese Art der Multiplikation ist gut fir grosse n x n Matrizen

Grundidee: Addieren und Subtrahieren ist billiger als Multiplizieren.
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@ Methode von Schénhage und Strassen zur Multiplikation
zweier 2 x 2 Matrizen Aund B:

i = (a2 — ag)*(bat + bop)
i (a11 + azz) * (by1 + b22)

i = (311 — 321) * (b11 + b12)

v = (a1 + a2) * bao

vV = a1 * (b2 — beo)

Vi = agpx* (b2 — b1y)

vii = (a1 + az2) * by
Ci1 = i+ii—iv+vi
Clo = iv+v
Coy = Vi+vii H/‘U
Cop = i — i+ v — vii 7 (i
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Multiplikation von n x n Matrizen

Das ist auch auf gro3e Matrizen anwendbar!
@ Mit diesen Formeln kdnnen auch rekursiv
zwei n x n Matrizen multipliziert werden
@ Einschrankung: n muss eine Zweierpotenz sein
@ Die Matrizen werden in jeweils vier 7 x 7 Matrizen zerlegt:

<A11 A12> . <B11 B12> _ <C11 C12)

Axr Az Ba1 Bao Ca1 C22

@ Die Multiplikationen in den Formeln sind damit wiederum
Matrixmultiplikationen, die Additionen/Subtraktionen

komponentenweise Additionen/Subtraktionen I\H/‘
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@ Methode von Schénhage und Strassen:

I = (A2 — A2) * (B21 + Bo2)
II' = (A1 + Ag) * (Bi1 + Ba)
N = (A1 — A21) * (By1 + By2)
IV = (A1 +A2) * B
V. = A% (B2 — Bz)
VI. = Ao+ (B — Byy)
Vil = (A21 + A22) * Bqq
Ciy = I+lI-IV+VI
Cio = IV+V
Coy = Vit Vil
Coo = -1+ V -Vl
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Matrix mult (Matrix A, Matrix B) {

if (A.size() == 1) {
return A.get(1,1) » B.get(1,1);
} else {
berechne Teilmatrizen A11,...,A22,B11,...,322;
berechne /..., VIl Cy1,...,Co nach obigen Formeln;
for (XxY in den Formeln) {
mult (X, Y):
}
i Ci1 Cy
Matrix C (021 022>,

return C;
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(A12 — Azo) * (B2t + Bap)
(A11 + Az) * (By1 + Boo)
(A1 — Az1) * (B11 + By2)
(A11 + Aq2) * B
A11 * (By2 — B2)
Aoz * (Bzy — By1)

(A2t + A2) * By
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C= I+l—IVtVI = (ig ‘;g)

Ce= V4V = (16040 18320>
Cor = VI+ Vi _ (gi 19148)
Coo= H—W+ V-Vl = (}32 ;Zg)




0123 03 6 9
123 4 25 8 11|
2 3 4 5|"[4 7 10 13
3456 6 9 12 15

28 46 64 82

40 70 100 130
52 94 136 178
64 118 172 226

.
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Multiplikation von n x n Matrizen

Ein paar Anmerkungen:
@ Die Schulmethode ist in der Praxis fiir kleinere Matrizen schneller.

@ Daher wird eine Grésse m angegeben,
ab der die Rekursion abbrechen soll.

@ m x m Matrizen oder noch kleinere Matrizen werden dann
mittels der Schulmethode multipliziert.

Das ist ein allgemeines Verfahren—man verwendet immer den
fir den konkreten Input besten Algorithmus.
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Matrix mult (Matrix A, Matrix B, int limit) {
if (A.size () <= limit) {
return schulmethode (A, B);

} else {
berechne Teilmatrizen A11,...,A22,B11,...,322;
berechne /..., VIl Cy1,...,Co nach obigen Formeln;

for (X*Y in den Formeln {
mult (X, Y, limit);
}

Matrix C = (

4

Cri Cm>
Cor Cx2

return C;

}
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Einschrankung?

Der Algorithmus funktioniert nur fir zwei n x n Matrizen, mit
n = 2k—Heisst das er ist zu speziell fiir praktische Anwendungen?

Nein, da m x m Matrizen in n x n Matrizen mit n = Zweierpotenz
transformiert werden konnen:

03 6 0 3 6
2 5 8

25 8| —

4 7 10 4 710
00 O O

Far Matrixmultiplikation und -addition ist dieses Aufftillen mit 0
ungeféhrlich. Vor der Rickgabe des Ergebnisses muss das Ergebnis
wieder in eine m x m Matrix umgeformt werden (durch Abschneidﬁnr‘

o O O

der hinzugefigten Zeilen und Spalten). U
P
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Zur Implementierung

Dem Programm wird eine durchzufihrende Matrixmultiplikation als
Folge von 6 Integern n ng x5 Xp ¥a yp Ubergeben.

@ nist die Grosse der n x n Matrizen A und B,
welche multipliziert werden sollen

@ ng ist die Grésse, ab der die Schulmethode verwendet werden soll
@ Matrix A berechnet sich durch a; = xa * i + X, j, fUr0 <=1i,j <n
@ Matrix B berechnet sich durch bjj = ya* i+ yp* j, far 0 <=1i,j <n

@ Wichtig: Die Indizes beginnen hier bei 0, wahrend sie in den
mathematischen Definitionen und Formeln bei 1 beginnen

Keine allgemeine Darstellungsform von Matrizen!
(Eingabe fir die Beispielaufgabe ist42 1 1 2 3) M/‘U
P
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Fragen?




