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FQ����� K �v8���6rB;��=���2$�'����8�1$1�,CB�������1�WX�'�"1(Y��"� K A -CB

DALIB

parallel ausführbares 
Programm(Fortran + Aufrufe zur DALIB−Bibliothek)

fadapt

Compiler
Fortran 77

übersetzen

ADAPTOR

(z.B. MPI)

Bibliothek zum Austausch
von Nachrichten

SPMD−Programm mit Nachrichtenaustausch

datenparalleles Programm

(High Performace Fortran)

linken
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B��H�'�$1$�'2(TO2}�'�@�{%&)�hS�t)+�$��6;����E*E �@�M�'�@�MxJ)�db=Q�t)+�$��6;����E*E �u1(�@��6 K �*Y��$��6;����E_95E}8 K 2(�@Y K �r����2�� � 9<����1
�v�"��IQ��E*E}8����@�;��2(�"���?�v8��$!�#��`��!$#��(�"!�#72$�'�	��8�1(2���8�1�!$#*�$�:� K �"1(�"�'�(2:9A1$�G����1$15�O1^��8v,�m��O!$#����'�����$!�#��@2$�'�Z2(8��$�'�
E*�@2�l��'�(2$�'� K 2$�'E xZYs�'�"!�#��'�Q��8�1(6�� ,uB�#��(2�R0�'�$���'�b�������<-
=`�'�+�@�72$�'�(����FQ8v,u�	��8*l�����FQ=�F&)���j&m �"1(2D�@��F������ K �v8���6 A 6��'T:�'�@6;2:-7=&�'�p/ ��E*Y�� K �'���H�O1(2$�'#Z20��8�1+���'E
)+�$��6;����E*E �	� � � ���a8����P���'�}=�F&4 � W �u= �"1(2(�(�@��8�2$�O� F �(��� � 4y�@� ����� � � -��	� � � ���a�"1(2}�'�@�M)��$��6;����E*E?�
2(������1.,N���(Eo��2(�"����1$1 � 1(2$�'E_9;����1D�'�@��%Q)ph5�t)��$��6;����E*E��@�*�'�@��xJ)pdb=Q�th����(2(�����g[M[w�t)+�$��6;����E*E B��H�'�$1$�'2(TO2:9
����1Q��8v,����'� K ����� K �'�c�S�'� K �'�e���'��l��'�(2$�'� K 2$�'�eFQ�(��� � 1Q���(�H�'�@2$�'2�8����_�v�"��I���E*E�8����@����2(�"���g�v8��$!$#eF�8v,C�
�(8v,N�*TO8��}=�F&4 � W �$�:� K �"1(�"�'�(2:-SxZ�"�o�'�Z2(# n�K 2
� K 1L4S��8v,CT:�'�@2$1 � 1(2$�'E l����PFQ=�FQ)���j&m m���8�2(�@���'�<95�v�"���v�"�
���'�(2$�'� K 8���6 ���'�rFQ�(��� � 1V��8v,}�v�"�b)+�$��T:�O1$1$���$�'� �����72(�$� K@K �"�'�$�'� 8���� �v�"�bIQ��E*E}8����@�;��2(�"��� 1$�:RG�"�b�v�"�
)+8viy�'�(l��'�(R � K 2(8���6[�v8��$!$#v,uB�#��$�'�<-
=`�'�G���JY K �@TO�@2$� �`��!$#��(�"!�#72$�'�	��8�1(2���8�1$!�#bRG�@�$�k�v8��$!�#_�'�@���`W0�@� K �"��2(#��'�VTO8�E FQ8�1(2���8�1$!$#[l���� �`��!$#��(�"!�#v�
2$�'�o�$�:� K �"1$�"�'�(2:97�v�"�Q���r���'�r)D����� K@K � K �$�O!$#����'������6��'Y	��1$1(201$�'�@�oE�8�1$1:-�F K 1pW �@� K �"��2(#��'�*�;�����o8��72$�'�X������� �
�$�'E �'�@�����tE*Y K �'E��'�Z2(�"�'�(8���6?���O10db)�� � xZ2����������$��1 �>de�O1 ^MW � �ud �O1$1���6���) ��1$1(�@��6 � �72$�'�., ��!O� �+l��'�(R �'�����'2
R0�'�$���'�<-

����� ��� ��� ��� ���4� ���!� ���
=���1�)S� K�� �O���'�(E��J��� K@K � f�46^;S	9<f`46^MW�9<f&�(� ^MZ ������1}��8�1����'E l����{4<�O1 K �"�*45��E*Ys���(2L�'�Z2tRG�"!���� K 2$�'� )^���
K�� 2$��Y�E��Z��� K@K �>45��Eo[tSs9Hh��:�M^ A ��9Hh��:�M^ A �^9s45�'� ^MD�95f&�(� `;S ��#��'�(l����(6;�@��6�9y�"1(2��'�@�gEo��2(#��'Eo��2(�"1$!�#��O1�de���
��� K@K TO8��LFQ�	� K�� 1$�
8����g�5������1.,u���(Eo��2(�"��� �'�@���O1`�@E*Ys�'����2(�@l��'�M)+�$��6;����E*E?,C����6;E��'�Z2$1:9^����1L� K 1L�'�@��TO�@6��



� � � ��� �*� ��� ��� ^

I����Z2(�$� K@K 1(2(�(8��J2(8���xJ!�# K �'� ,u�'�b8����c� K 1�=���2$�'��1(2(�(8��J8���FQ�(��� � 1�l��'�(R0�'�����'2:- �t�b�v�"�O1$�'E de�Z��� K@K R �'�$���'�
�v�"�*�'�@��T:� K ���'� � 2$�'����2(�"�����'�P���'��xJ!$# K �'� ,N�'��1 n 2(T:�*8����P�v�"�*1(�"!$#{�v8��$!�#P�v�"�*F��(��� � TO8�6;�(� iy���'�(6��'�H�'�����'�
=���2$�'�	����# n ��6;�@6;���'�@2$�'� TORG�"1$!$#��'� ���'� xJ!$# K �'� ,N�'���@2$�'����2(�"�����'� �v8��$!$# db�'��6��'�M��TORL-S)^� K�� �O���'�?�$�'Y�� n �
1$�'�Z2(�"�'�(2:-ZWG��1(�"�'�$�'���V��8v,y�v�"�O1��'�0m��'Y�� n 1��'�72���2(�"���V�������[��8�2$��Eo��2(�"1$!$#[�'�@�����5������1.,u���(Eo��2(�"���[6�� ,u8������'�
R0�'�$���'�<9	���'�$�'� ���(6��'�����"1��'�@���`Y	����� K@K � K �`���'�$1(�"���_���O1G)+�$��6;����E*E?,u����6;E��'�72$1Q�"1(2:-J=Q�"�O1��&�5������1.,N���(Eo�A�
2(�"���PRG�@�$�U��8�1
�'�@���'� ] �'�@2(l��'�(2$�'� K 8���6a8����M�'�@���'�
mQ��8�E�l��'�(2$�'� K 8���6e������1$2(�(8��"�'�(2:-^=&�"� ] �'�@2(l��'�(2$�'� K 8���6
� xJ!$#��O�v8 K � �D�s�O1(2(�@E*E�2:9;TO8?R0� K !�#��'E ] �'�@2(Y�8����J2��'�@���GxJ!�# K �'� ,u�'���@2$�'����2(�"�����'�k��8�1(6�� ,uB�#��(2+R0�'�$���'���;�����<-
� �@�$�e�v8��$!�#g�v�"� ] �'�@2(l��'�(2$�'� K 8���6cE��'#��$�'�$�'�MxJ!$# K �'� ,N�'���@2$�'����2(�"���P���'�`6 K �'�"!$#�� ] �'�@2(Y�8����J2&TO8�6��'RG�"�O1��'�<9
1$�a���������'� �v�"�O1$�cxJ!$# K �'� ,N�'���@2$�'����2(�"�����'� Y	����� K@K � K ��8�1(6�� ,uB�#��(2�R0�'�$���'�<-0=&�"� ] �'�@2(l��'�(2$�'� K 8���6M�H�'�(B�!$�Z�
1(�"!�#72(�@6;2}�v�"�*FQ��# n ��6;�@6;���'�@2$�'�{TORG�"1$!�#��'�P���'�PxJ!$# K �'� ,N�'���@2$�'����2(�"�����'�<95R �O1(#	� K �{67�������72(�"�'�(2}RG�@�$�y9y����1$1
�v�"�`Y	����� K@K � K �����'�$1(�"���_1��'Eo���72(�"1$!�# n �78��@l;� K �'�72�TO8���1$���78��'��TO�"� K@K �'�c���'�$1(�"���k�"1(2:-�=&�"��mQ��8�E�l��'�(2$�'� K 8���6
�u) K ��!O�'E��'�Z2 �S6;�@��25,uB�� �(�O���pWX�'�$�O!�#��78���6����<9���8v,	R0� K !�#��'E�)+�$��T:�O1$1$���D1(�"�0��8�1$6�� ,CB�#��(2DR0�'�$���'�*1$� K@K -�xZ�"�
�H�'�(B�!$�v1(�"!$#Z2(�@6;2��v�"� �+�@6��'��1�!$#	�A,u2$�'�����'�^FQ�$!$#��@2$�'�J2(8��:9;��8v,	���'E �v�"�0Y	����� K@K � K � ���'�$1(�"���?���O1S)+�$��6;����E*E�1
��8�1(6�� ,uB�#��(2GR0�'�$���'�e1$� K@K -�F�8�1G���'�G2(������1(,u���(E*�"�'�(2$�'�edb�J��� K@K �$�'Y�� n 1$�'�72���2(�"���bRG�@�$�_����1$!$# K �"�'���'���cRG�"� �
���'��)+�$��6;����E*E�!O�J���}�'�(T:�'8�6;2:-
� �_�v�"�O1$�'E FQ��1$!$#����@2(2�1�� K@K �'�@�����Z8��(T:� �+�@�v,CB�#��(8���6r�@�_����1�)^� K�� �O���'�(E��Z��� K@K 6��'6��'�s�'�cR0�'�$���'�<-

7kj @�j/' 5�� +
. �63
+ %&14)/kg+
.0+���j
kgh k 5 .?+6. ) k	kg9t<�),+6=H1a.?+ 3�+6< c�k�-%?g.J<�.J9
=�������1`)^� K�� �O���'�(E��Z��� K@K � �����
h�8����J2(�"�����'�e8����e� �����?����6 K �'�"!�#78���6�1$1 � 1(2$�'E��
l��'�(R0�'�����'2:9H1$� K@K �@E
h�� K 6��'�����'�e�Z8��(T?��8v,��v�"��� �����'�ah�8����Z2(�"�����'�e8����c�Q��6 K �'�"!$#Z8���6�1$1 � 1(2$�'E���8����_�@#��$�}=����$1(2$� K@K 8���6V�@�
#���E���6��'���'�bIQ�Z���$�v�@�	��2$�'�e�'�@��6��'67����6��'�bR �'�$���'�<-

l .���+�) 14)/k�+ 7kj 7 8F.=1k+hX�:41i`LZ[.[G21
f : Qn → Qm . -dZ���� 
$2
9 +E1 16/&.=<PZ .
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ai,v ∈ Qn 9 bi ∈ Q

8����
i ∈ {1, . . . ,m}
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1(�@���y-
�QE �Z8��+�@�72$�'�$�O1$1 ���72$��I`����2$�'�*TO8?�H�'�(B�!$�v1(�"!$#Z2(�@6��'�<9�RG�@�$�?���'�D�$�O�v8�TO�"�'�(2$�QxZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#

GROI���O1X)+�$��6;����E*E�1G�@�[���'�[����E*Y	���Z2(� ��TO�"�'�(2$�'�ef`����Y�#��'�
GROI comp

B��H�'�.,uB�#��(2:9J���'�G�������V�78��G���J!$#[�v�"�
�@�72$�'�$�O1�1����72$�'�?I`����2$�'���'�Z2(# n�K 2:-w=��G�v�"��FQ��# n ��6;�@6;���'�@2$�'��TORG�"1�!$#��'�����'�}�@�72$�'�$�O1$1����Z2$�'�
I`����2$�'�
�'�(#	� K �
2$�'�V� K �'�@�s�'�VE}B�1$1��'�<9��"1(2 �.�O���'� �{�'6�B��H�'�0�'�@���'�V���"!$#Z2X�@�72$�'�$�O1$1����Z2$�'�_I`����2$�'�r�@E ����E*Y	���Z2(� ��TO�"�'�(2$�'�
f&����Y�#��'�_TO8c�s�'�(B�!��J1(�"!�#72(�@6��'�<-
WX�'2(����!$#Z2$�'2&Eo���a���'�bFQ8�1$1$!�#����@2(2Q�'�@���O1�f&����Y�#��'�e�@�bFQ����� K �v8���6 Ba` �N� � 9 �������e1(�@���_,u� K 6��'����� �{�'6��
�@E f&����Y�#��'�cE���6 K �"!$#<�

v1
e1−→ v

e4−→ v3 v1
e1−→ v

e5−→ v4

v1
e2−→ v

e4−→ v3 v1
e2−→ v

e5−→ v4

v2
e3−→ v

e4−→ v3 v2
e3−→ v

e5−→ v4
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?���*
	�p��� ����� DMZ

� �@�$�[T�->W&-v���'��I`����2$�'�
v
�'�Z2.,u�'�(�Z2:9��������k�"1(2 ,uB�� �(�O���'�_�v�"�O1$�'� �{�'6����'�@���`���'8���IL���Z2$�`�@�_���'�bf&���A�

Y�#��'�a�'�@��TO8v,CB�6��'�<-s=&�"�}1(�"!�#e�'�(6��'�H�'���'�b���'8��'�aIL���72$�'�a1(�@���c�@�bFQ����� K �v8���6 Ba` �C� ��l��'������1$!$#	��8 K �"!�#72:9
R0���H�'�5�v�"��da���(�Z�"�'�(8���6

ei, ej
����6;�@��2:9�����1�1��v�"���'�72$1(Y��$�O!�#��'�����}IL���Z2$�}��8�1����'E �{�'6 ei−→ v

ej
−→

�'�Z2.�
1(2��������'�e�"1(2:- xJ��E*�@2`1(�@���_�	��!�#e���'� �+�72.,N�'�(�78���6_���O1&I`����2$�'��1

v
� K@K ��E���6 K �"!$#��'� �{�'6��LB��H�'�Q�v�"�O1��'�

v
4v

2

v
3

v
1

v
e
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e
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e
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e
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e
4
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v
4v
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v
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v
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� 9����R�0/'-32 ";/<1N2��� #A*-3/�	L=�����
B�!����?+"3^

FQ����� K �v8���6rBa`v��FQ8�1$1$!�#����@2(2��'�@���O1�����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�'�gf`����Y�#��'�

I`����2$�'�_�@E ����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�'�{f&����Y�#��'�c�'�(#	� K 2$�'�_6��'� K �"�'�H�'�<-
FQ8�1}�v�"�O1$�'E f`�(8����{RG�@�$�g,uB�� �(�O���'� �{�'6b���'��h����(E

v′ → v → v′′
B��H�'�}�'�@���'�M���"!$#72
�@�72$�'�$�O1�1����v�

2$�'� I`����2$�'�
v
E*�@2

ein = (v′, v, hin)
8����

eout = (v, v′′, hout)
TO8 �'�@���'�o���'8��'� IL���72$�

v′ → v′′2(������1.,N���(E*�"�'�(2:9y�v�"�?�v�"�
FQ��# n ��6;�@6;���'�@2L�v8��$!$#{�v�"�?h�8����J2(�"���
f
�H�O1$!$#��$�'�@��2:9y�v�"�
RG�"��,N� K 6;2&�H�O1(2(�@E*E�2

RG�@�$�y�

f = fhin
◦ fhout

=��g�	��!�# ���'�[I���E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(8���6 �v�"�e=&�������@2(�"����1$E��'��6��'� ���'�V#v�t�<������1(,u���(Eo��2(�"�����'� ���"!�#72[E��'#��
�H�'����2(�@6;2*R0�'�$���'�<9D������8�!$#��'� �v�"�V=`�������@2(�"����1(E��'��6��'� �s�'�G���'�*I���E*YH�;1(�@2(�"��� ���"!$#Z2��H�'�(B�!$�v1(�"!$#Z2(�@6;2
R0�'�$���'�<9<8����e1��o�H�O1(2$�'#72��@E ����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�'� f&����Y�#��'�{�v�"�?da���(�Z�"�'�(8���6_�'�@���'��IL���72$�?�Z8������Z!�#
��8�1����'��h�8����Z2(�"����1(l����$1�!$#��(� ,u2Q��#����L�v�"��TO8�6��'#����(�@6���=`�������@2(�"����1(E��'��6��;-
F K 6����(�@2(#�E}8�1 D��H�O1$!$#��$�'�@��2X�v�"� �+�(T:�'8�6;8���6*�'�@���O1p����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�'�cf&����Y�#��'�

GROI comp

��8�1 �'�@���'E
�$�O�v8�TO�"�'�(2$�'�UxZ2$� K@K �'���@��1$2�����TO6;����Y�#��'�

GROI

-<=����H�'�+RG�@�$� �.�O���'� �{�'6_B��s�'�L�'�@���'�P���"!$#72
�@�72$�'�$�O1�1����v�
2$�'�PI`����2$�'�P�����v8��$!�#P�H�'�@�s�'#	� K 2$�'�<95����1$1}��8�1 �(�O���'�}I���E����@�	��2(�"��� �'�@�v�Q8����P��8�1(6��'#��'�����'�}IL���Z2$�'�
�'�@���O1����"!�#72 �@�72$�'�$�O1$1 ���72$�'�[I`����2$�'��1p�@E

GROI

�'�@�������'8���IL���72$�Q�@�o���'�o����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�'�_f&����Y�#��'�
�'�@��6�� ,uB�6;2�RG�@�$�y-
F K 1+W �'�"1$Y��"� K ���'��I���E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(8���6
�v�"�'�Z20���'�+Y	���(2(�@2(�"�����"�'�(2$�;97�$�O�v8�TO�"�'�(2$�&xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#[���O1
)+�$��6;����E*E�1 A -CB���8�1QF������ K �v8���6 ]v-�=&�"�L����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�����'�$1(�"���b���O1�f&����Y�#��'�c�"1$2��@�bFQ����� K �v8���6
BMBQ6��'T:�'�@6;2:-Z=����H�'� 1(�@���[� K@K �����"!�#72X�@�72$�'�$�O1$1 ���72$�'�_I`����2$�'�[�'�72.,N�'�(�72X8����r�v�"� �{�'6��QB��s�'� 1(�"�Q� K 10���'8��
IL���72$�'�b�@�_���'�_����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�'�gf&����Y�#��'�cB��s�'�(����E*E��'�<-

@�j 7�j � lm)/.rc 9tk'�
=>5�)/.J9 3
+
5

F K 6����(�@2(#�E}8�1sS_�H�O1$!$#��$�'�@��2
�v�"�o)+�$��Y	��6;�"�'�(8���6g���'�L�@���@2(�3� K �'�U) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�UTO8P���'�P�@�Z2$�'�$�O1$1����Z2$�'�
I`����2$�'�g��#����
�@���@2(�3� K �*) K ��2(TO�"�'�(8���6�-y=����s�'�DRG�@�$�bl�������8�1(6��O1$�'2(TO2:9y����1$1`���'�`6��O1���E}2$��f&����Y�#a�H�'�$�'�@2$1
1$�PY	���(2(�@2(�"�����"�'�(2k�"1(2:90����1�1r�v�"�e)+�$��Y	��6;�"�'�(8���6 �@� �'�@���em��"!$#Z2(8���6U�v8��$!�#�6�� ,CB�#��(2kR �'�$���'� �������<9 1$�
����1$1��78��&6;B K 2(�@6���) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�g�'�(T:�'8�6;2&R0�'�$���'�<-s=&�"�}m��"!�#72(8���6[���'�Q)+�$��Y	��6;�"�'�(8���6[�"1(2&�v8��$!$#a����1
FQ�(6;8�E��'�72

Richtung
6��'6��'�s�'�_8����_�������[,N� K 6��'������TOR0�'� �{�'�(2$�}�������'#�E��'�<�



� � �6� ����� ��� ��� � 
��r���������*���	��� ��� � � �
�r������� � ��� ������� �
����
?���*
	�p��� ����� DF[

� ~� ���� ���'
��#
�� 
��
���
�
(G,Gcomp )

�+�@��67���H� =`�'�G�$�O�v8�TO�"�'�(2$�
xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#
G = (V,E)

-

FQ8�1(67���s� =`�'�<����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�GxZ2$� K@K �'���@��1$2�����TO6;����Y�#
Gcomp = (Vcomp , Ecomp)

9:R ���s�'� �.�O���pIL���v�
2$�

e ∈ Ecomp

E*�@2
e = (v, v′, f)

� K 1�da���(�J�"�'�(8���6o�'�@��� K �@���:���$�}h�8����J2(�"���
f
�H�O1(�@2(TO2:-

5 -2kg5 9 )214j
h 3
f

B;-QxJ�'2(T:�
Vcomp = V

8����
Ecomp = ∅

-

A - ���(T:�'8�6���,uB�� �.�O����IL���72$�
e ∈ E

E*�@2
e = (v, v′, h = (Dh, fh))

�v�"�����'8���IL���72$�
e′ = (v, v′, fh)8����k,CB�6���1(�"�L�@�

Ecomp

�'�@�<-

Dv-�WX�O1(2(�@E*E��L,CB����(�O���'�_���"!�#72��@�Z2$�'�$�O1$1����Z2$�'�bI`����2$�'�
v ∈ Vcomp

�v�"�Ldb�'��6��
in(v) ⊆ Ecomp

���'�
�@�

v
�'�@��6��'#��'�����'�[IL���72$�'�o8����r�v�"��de�'��6��

out(v) ⊆ Ecomp

���'� ��8�1
v
��8�1$6��'#��'�����'�rIL���72$�'�<-

�N� �[WX�'�$�O!�#����
,CB����(�O����IQ��E}���@�	��2(�"���M���'��IL���Z2$�'�P��8�1
ein ∈ in(v)

8����
eout ∈ out(v)

E*�@2

ein = (v1, v, fin)
8����

eout = (v, v2, fout)
�v�"�LFQ����� K �v8���6

f = fin ◦ fout

8����_������1(2(�(8��"�'�$�}��������8�1��v�"�L���'8��LIL���72$�
ê
9vRG�"�`,N� K 6;2:�

ê = (v1, v2, f)

h^B�6��
ê
�@�c�v�"�Lde�'��6������'��IL���72$�'�

Ecomp

�'�@�<-
�C� � ���72.,N�'�(���}�v�"�Lde�'��6��'�

in(v)
8����

out(v)
��8�1

Ecomp

-
�u! � ���72.,N�'�(���

v
��8�1����'��db�'��6��

Vcomp

-

5o-/5gk 9 ) 14j�h 36f @ � IQ��E*Y	���Z2(� ��TO�"�'�(8���6[���O1��$�O�v8�TO�"�'�(2$�'�gxZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#��'�
GROI

* *

read_D

write_A(i)

read_B(i)read_B(i)read_B(i)

write_C(i)

13272625

9 10

515

�
�����
���
i ∈ {2, . . . , N}

�����������
i ∈ {0}

�
��� �����
i ∈ {0}

���������	�
i ∈ {2, . . . , N}

�������
���
i ∈ {N}

����� �
���
i ∈ {2, . . . , N − 1}

�
��� �
���
i ∈ {1}

�������� ��
i ∈ {1, . . . , N − 1}

i 7→ i + 1 i 7→ i i 7→ 0

i 7→ i − 1i 7→ ii 7→ i − 1 i 7→ i

FQ����� K �v8���6 BMB;�^=`�'�?����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�;9+Y	���(2(�@2(�"�����"�'�(2$�;9+�$�O�v8�TO�"�'�(2$�cxZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#
GROI comp���O1�)+�$��6;����E*E�1 A -CB
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q
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(G,Vwrite,Richtung ,Φv1 , . . . ,Φvn))

�+�@��67���H�
•
=`�'�G�$�O�v8�TO�"�'�(2$�
xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#

G
E*�@2

V = {v1, . . . , vn}
-

•
h^B����.�O���'�cI`����2$�'�

vi ∈ V
�v�"��de�'��6��L1$�'�@���'��E���6 K �"!�#��'�b) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�

Avi

-

•
=`�'�U)D������E��'2$�'�

Richtung
9?���'� �'�@���'� ���'�U�H�'�"���'� �{�'�(2$� �Q8�� K@K �

→
] �"� K 8����

] �"� K
→
�Q8�� K@K �}�������'#�E��'�b�������<-

FQ8�1(67���s�
•
h^B����(�O���'�b�@�Z2$�'�$�O1$1����Z2$�'�{I`����2$�'�

vi ∈ V
�v�"�?db�'��6��
1$�'�@���'�&E���6 K �"!$#��'�{) K ��2(TO�"� �

�(8���6��'�
Avi

-

5 -25gk 9 )214j
h 3
f

B;-�h^B�#��$� � ~� ��������'
�� 
�� 
��
�����
(G,Gcomp )

�uF K 6����(�@2(#�E�8�1 D �c��8�1:9�8�E ���'� ����E*Y	���Z2(� ��TO�"�'�(2$�'�
f`����Y�#��'�cl����

G
TO8_�'�(#	� K 2$�'�<-

A -�h^B�#��$� P����
�#��
 �'
 � � n�� ����� (Gcomp , G′)
�uF K 6����(�@2(#�E�8�1mW �r��8�1w9p8�E �v�"�e2(������1(�@2(�@l��a%�B K@K �

G′

���O1
����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�'� f&����Y�#��'�
Gcomp

TO8U�'�(T:�'8�6��'�<-+=����H�'�0�"1$2
G′ = (V ′, E′)

E*�@2
V ′ =

{v′1, . . . , v
′
m}
-

Dv-�)��$��Y	��6;�"�'�$�o,uB�� �(�O���'�MI`����2$�'�
vi ∈ Vwrite

�v�"�o) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�
Φi

vi
∈ Avi

TO8 � K@K �'�UI`����2$�'�

v′j ∈ V ′ − Vwrite
�v8��$!�#k,u� K 6��'�����L�����$1$!$#��(� ,u2:�

� 1(2
Richtung =

�Q8�� K@K �
→
] �"� K 6��O1$�'2(TO2:9��������

�'�(T:�'8�6��`,uB���� K@K �LIL���Z2$�'�
e ∈ E′

E*�@2
e = (vi, vj , f)

�v�"��E���6 K �"!�#��'�b) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�
,uB������'�cI`����2$�'�

vj
RG�"��,u� K 6;2:�

Φvj
= Φvi

◦ fh^B�6��
Φvj

�@�
Avj

�'�@�<-
� 1(2

Richtung =
] �"� K

→
�Q8�� K@K �L6��O1$�'2(TO2:9��������

�'�(T:�'8�6��`,uB���� K@K �LIL���Z2$�'�
e ∈ E′

E*�@2
e = (vj, vi, f)

�v�"��E���6 K �"!�#��'�b) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�
,uB������'�cI`����2$�'�

vj
RG�"��,u� K 6;2:�

Φvj
= Φvi

◦ f−1

h^B�6��
Φvj

�@�
Avj

�'�@�<-

5 -25gk 9 )214j
h 3
f6��� =`�'�*F K 6����(�@2(#�E�8�1*TO8��*WX�O1(2(�@E*E}8���6{���'�?E���6 K �"!$#��'� ) K ��2(TO�"�'�(8���6��'� ,uB��
�@�Z2$�'�.�
�O1$1����Z2$��xZ2$� K@K �'���@��1(2�����T:�'�
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	�p��� ����� DM^

�Q8�� K@K �
→
] �"� K WX�O1(�@2(TO2Q����1&F��(6;8�E��'�Z2

Richtung
�v�"�O1$�'� �{�'�(2:9	�������eR0�'�$���'�a�v�"�L�@���@2(�3� K �'�a) K ��2.�

TO�"�'�(8���6��'�V�@�rm��"!�#72(8���6 �Q8�� K@K ��TO8�E ] �"� K Y��$��Y	��6;�"�'�(2:-v�QE �����H�'�	�78�� 6;B K 2(�@6��&) K ��2.�
TO�"�'�(8���6��'�UTO8 �'�(T:�'8�6��'�<9DE�8�1$1?���'��6��O1 ��E}2$�V�$�O�v8�TO�"�'�(2$�_xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�# �v�"�
�+�@6��'��1$!�#	�A,C2 ��BbS �G��8�1�FQ��1$!$#����@2(2�Dv- A - A �s�O1$�@2(T:�'�<-

] �"� K
→
�Q8�� K@K � ���@E*E�2V����1VFQ�(6;8�E��'�72

Richtung
�v�"�O1$�'� �{�'�(2V���<9 ������� R �'�$���'� �v�"�b�@���@2(�3� K �'�

) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�V�@�om��"!�#72(8���6 ] �"� K TO8��	�Q8�� K@K ��Y��$��Y	��6;�"�'�(2:-Z=`���H�'��E}8�1�1p���'��6��O1���E�2$�
f&����Y�# �v�"� �+�@6��'��1$!�#	�A,C2 ��BaW �?��8�1*F���1$!�#����@2(2 Dv- A - A �s�O1(�@2(T:�'�<9+����E*�@2*�Z8��*6;B K 2(�@6��
) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�a�'�(T:�'8�6;2�R0�'�$���'�<-

WX�'l������v�"�`�@���@2(�3� K �'�c) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�bTO8[���'�k�@�Z2$�'�$�O1$1����Z2$�'�bI`����2$�'�_��#�����) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�bY��$��Y	��6;�"�'�(2
R0�'�$���'�*���������'�<9�RG�@�$�
TO8��'�$1(2+���'�pf&����Y�#
����E*Y	���Z2(� ��TO�"�'�(2:9������78��+�v�"� �@�72$�'�$�O1�1����72$�'��I`����2$�'�<9�RG�"� �@�
FQ��1$!$#����@2(2 Dv- A -TD}��8�1(6�� ,uB�#��(2:97�'�@���Q) K ��2(TO�"�'�(8���6
�'�(#	� K 2$�'�<-Z=&8��$!$#[�v�"�O1$�G���'�(� K �'�@���'�(8���6
���O1Xf&����Y�#��'�
RG�@�$�g���'�LFQ8v,CRX�����{���'���	��!$#v,N� K 6��'�����'�MWX�'�$�O!$#��Z8���6b���'�L2(������1$�@2(�@l��'�P%�B K@K �
l��'�(�(�@��6��'�(2:-SF���1$!�# K �"� �
���'��� RG�@�$� ��8v,Q���'E ����E*Y	���Z2(� ��TO�"�'�(2$�'� f`����Y�#��'�

Gcomp = (Vcomp , Ecomp)
�v�"�V2(������1(�@2(�@l��k%QB K@K �

�'�72$1$Y��$�O!$#��'��� F K 6����(�@2(#�E}8�1mWP6��'��� K ���'2:9 ���'�[���'E F K 6����(�@2(#�E�8�1[l���� h K � � �J� �P���$1(#	� K@K �'�72$1$Y��(�"!$#72
� xJ�O�p`MD��t- =`���v8��$!�#cRG�@�$�_,CB����.�O���'� �{�'6

w
TORG�"1�!$#��'�eTOR0�'�SI`����2$�'�

v
8����

v′
�@E ����E*Y	���Z2(� ��TO�"�'�(2$�'�

f&����Y�#��'� �'�@���oIL���72$�
e = (v, v′, f)

�'�(T:�'8�6;2:9^�v�"���v�"�O1$�'E �{�'6e�'�72$1(Y��(�"!�#72:-�xJ� K@K ����1$!�# K �"�'���'���M�v�"�
�@���@2(�3� K �c) K ��2(TO�"�'�(8���6

Φv
l���E I`����2$�'�

v
TO8 � K@K �'� �������'�$�'� �@�72$�'�$�O1�1����72$�'� I`����2$�'� ��#����c�@���@2(�3� K �

) K ��2(TO�"�'�(8���6{B��H�'�o� K@K �[�@E f&����Y�#��'� E���6 K �"!�#��'� �{�'6��[6��'67����6��'� R0�'�$���'�<9�E}8�1$1��v�"�k) K ��2(TO�"�'�(8���6

Φv
�Z8����'�Z2 K ����6a� K@K �'�
IL���72$�'� Y��$��Y	��6;�"�'�(2}R0�'�$���'�<9^�v�"�����'� I`����2$�'�

v
E*�@2
���'�M�������'�$�'�UI`����2$�'�

l��'�(���@�����'�<-�� Ez�v�(�@2(2$�'� xJ!�#��(�@2(2}���O1LF K 6����(�@2(#�E}8�1�SkRG�@�$�g�v�"��)+�$��Y	��6;�"�'�(8���6b������� ����# n ��6;�@6_l���E
FQ�(6;8�E��'�72

Richtung
�v8��$!$#�6�� ,uB�#��(2:-

P����
�#��
 �'
 � � n�� ����� (G,G′)

�+�@��67���H� =`�'�G����E*Y	���Z2(� ��TO�"�'�(2$�}�$�O�v8�TO�"�'�(2$�
xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#
G = (V,E)

-

FQ8�1(67���s� =&�"�`2(������1(�@2(�@l��L%QB K@K �
G′ = (V ′, E′)

���O1Qf&����Y�#��'�
G
-

5 -25gk 9 )214j
h 3
f

xJ�'2(T:�
V ′ = V

8����
E′ = E

-
h^B��
�(�O���'�_I`����2$�'�

v1 ∈ V ′
�

h^B����.�O���'�bI`����2$�'�
v2 ∈ V ′

�
h^B��
�.�O���'�_I`����2$�'�

v3 ∈ V ′
�

h^B���� K@K �LIL���72$�'�
e1, e2 ∈ E′
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xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#

G = (V,E)
-�E*�@2

V = {v1, . . . , vn}
-

•
h^B����.�O���'�cI`����2$�'�

vi ∈ V
�v�"��de�'��6��L1$�'�@���'��E���6 K �"!�#��'�b) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�

Avi

-

•
=`�'�U)D������E��'2$�'�

Richtung
9?���'� �'�@���'� ���'�U�H�'�"���'� �{�'�(2$� �Q8�� K@K �

→
] �"� K 8����

] �"� K
→
�Q8�� K@K �}�������'#�E��'�b�������<-

•
=&�"��db�'��6��

Vwrite
���'�QI`����2$�'�b��8�1

V
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•
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xZ2$� K@K �'���@��1$2�����TO6;����Y�#

G′ = (V ′, E′)
-

•
h^B����.�O���'�cI`����2$�'�

v′i ∈ V ′
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Ê =











⋃

v∈Vwrite

in(v)
, � K@K 1

Richtung =
�Q8�� K@K �

→
] �"� K

⋃

v∈Vwrite

out(v)
, � K@K 1

Richtung =
] �"� K

→
�Q8�� K@K �

WX�O1(2(�@E*E��e�v�"�edb�'��6��
E′ = E − Ê

901$�'2(T:�
V ′ = V

8���� �'�(T:�'8�6��a��������8�1V���'� f`����Y�#��'�

G′ = (V ′, E′)
-

A -�h^B�#��$�Q�	�
���#
&�#
�~��
(G′, Vwrite,Richtung ,Φv1 , . . . ,Φvn , G′′,Φv′′1

, . . . ,Φv′′m
)
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G′
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�v�"�0de�'��6��X���'�SE���6 K �"!�#��'�o) K ��2(TO�"�'�(8���6��'��l����
v′′i
-A=&�"�O1$�X)D���.�

2(�@2(�"�����"�'�(8���6b�'�.,u� K 6;2&RG�"�
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�(�O����IL���72$�
e ∈ Ê

E*�@2
e = (v, v′, h = (Dh, fh))

�

�N� �[WX�O1(2(�@E*E��}�v�"�LI`����2$�'�
v1, . . . , vq ∈ V ′′

9J,uB����v�"��6;� K 2:�

Ovi
∩ fh(Dh) 6= ∅

�C� �[WX�O1(2(�@E*E��}�v�"�LI`����2$�'�
v′1, . . . , v

′
q′ ∈ V ′′

9J,uB����v�"�`6;� K 2:�

Ovj
∩ Dh 6= ∅

�u! �_xJ�'2(T:�
U = {1, . . . , q} × {1, . . . , q′}

�u� �[h^B��
�(�O���O1
u ∈ U
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u = (u1, u2)
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∩ Ovu2
)
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�@� - � 1(2
D′
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GROI = (V,E)
E*�@2

V = {v1, . . . , vn}
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•
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FQ8�1(67���s�
•
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Ĝ = (V̂ , Ê)
E*�@2

V̂ = {v̂1, . . . , v̂q}
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•
h^B����.�O���'�cI`����2$�'�

v̂i ∈ V̂
�v�"��de�'��6��
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8�E �v�"��db�'��6��Q���'�
Vwrite

���'�p�'�@���'�[xJ!�#��$�'�@��TO8�6;�(� ib�����$1(2$� K@K �'�����'�VI`����2$�'�r���O1 f`����Y�#��'��8����
,uB�� �(�O���'�V�@�72$�'�$�O1$1����Z2$�'�kI`����2$�'�

vi ∈ V
�v�"��de�'��6��&1$�'�@���'�0E���6 K �"!�#��'�k) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�

Av̂i

TO8
�H�O1(2(�@E*E��'�<-

A -�)��$��Y	��6;�"�'�$�V�v�"�o�@���@2(�3� K �'� ) K ��2(TO�"�'�(8���6��'� �'�72 K ����6a���'��FQ��# n ��6;�@6;���'�@2$�'� �@� m��"!�#72(8���6 �Q8�� K@K �
TO8�E ] �"� K ���'��FQ��# n ��6;�@6;���'�@2$�'�<�
h^B�#��$�
���
���#
 �'
�~�� �Z���v~������#

���

q
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(GROI , Vwrite,
�Q8�� K@K �

→
] �"� K

,Φv1 , . . . ,Φvn , G′,Φv′1
, . . . ,Φv′
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)

�uF K 6����(�@2(#�E}8�1 Z � ��8�1:9q8�E ���'� Y	���(2(�@2(�"�����"�'�(2$�'� f&����Y�#��'�
G′ = (V ′, E′)

E*�@2

V ′ = {v′1, . . . , v
′
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8���� �v�"� de�'��6�� ���'� E���6 K �"!$#��'�\) K ��2(TO�"�'�(8���6��'� ,uB��U���'� Y	���(2(�@2(�"���
���"�'�(2$�'�gf&����Y�#��'�_TO8_�'�(#	� K 2$�'�<-

Dv-�)��$��Y	��6;�"�'�$���v�"�}�@���@2(�3� K �'�b) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�g�'�72 K ����6[���'��FQ��# n ��6;�@6;���'�@2$�'�a�@�cm��"!�#72(8���6 ] �"� K TO8��
�Q8�� K@K ���'�@���'��FQ��# n ��6;�@6;���'�@2:�
h^B�#��$�
���
���#
 �'
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, . . . ,Φv′
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)
�uF K �

6����(�@2(#�E�8�1 Z � ��8�1:9c8�E ���'� Y	���(2(�@2(�"�����"�'�(2$�'� f&����Y�#��'�
G′′ = (V ′′, E′′)

E*�@2
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{v′′1 , . . . , v′′n′′}
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�� 
��#

�����
�
(G′′, Ĝ)
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Φc

v

�v8��$!�#�IQ��E}���@�	��2(�"������8�1
Φ1

v
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Φ2

v
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Φc
v

�v�"��xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TOE��'��6������O1�I`����2$�'��1
v
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B��H�'�X�v�"� �{�'6��
w1

8����
w2
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Φ1
v
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Φ2
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Φc

v
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v
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�'�@�v�
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R0�'�$���'�<-y=&�"�
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-

A -QxJ�'�
n = |Av|

8����c�'�(T:�'8�6��L�v�"�Lde�'��6��
U = P({1, . . . , n})

-

Dv-�h^B��
�(�O����de�'��6��
u ∈ U

E*�@2
u = {u1, . . . , um}

�

�N� ��� n # K �L�v�"�L) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�
Φu1

v = selu1(Av), . . . ,Φ
um
v = selum(Av)
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v
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
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
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T:�'8�6;2�RG�@�$�y-
�QE �v�"�_I���E*E�8����@����2(�"��� ,CB��r�'�@���[E���6 K �"!$#��e) K ��2(TO�"�'�(8���6M���'�o�'�@��T:� K ���'� I`����2$�'� �@E ����E*Y	���J2(� �
��TO�"�'�(2$�'�<9D�$�O�v8�TO�"�'�(2$�'� xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#��'� TO8 �H�O1(2(�@E*E��'�<9^RG�@�$� F K 6����(�@2(#�E}8�1 Ba`bl��'�(R �'�����'2:-
�+�V�'�(T:�'8�6;2r���'� IQ��E*E}8����@�;��2(�"����1(6;����Y�#��'�

Gcomm

��8�1
GROI comp

9+�@�����'E �'�*,uB�� �(�O���_IL���72$�b�@�

GROI comp

�v�"�}I���E*E}8����@�;��2(�"�����$� K ��2(�"���{�'�72$1$Y��$�O!$#��'���e���'�Qf K �'�"!$#Z8���6 ��Ba^ � �H�'�$�O!$#����'2:-

K���� � ~�  X ��� � �
(G,Φv1 , . . . ,Φvn , Gcomm )

�+�@��67���H�
•
=`�'�V����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�g�$�O�v8�TO�"�'�(2$�PxZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#

G = (V,E)
E*�@2

V =
{v1, . . . , vn}

-

•
h^B����.�O���'�cI`����2$�'�

vi ∈ V
�'�@���L��8�1(6��'R n # K 2$��) K ��2(TO�"�'�(8���6

Φvi

FQ8�1(67���s�
•
=`�'��I���E*E}8����@�;��2(�"����1(6;����Y�#

Gcomm = (Vcomm , Ecomm )
-
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f

B;-QxJ�'2(T:�
Vcomm = Vcomp

8����
Ecomm = ∅

-

A -�h^B�� �(�O���cIL���Z2$�
e ∈ Ecomp

E*�@2
e = (v, v′, f)

�H�'�$�O!$#����e�v�"� K �@���:���$�cmQ� K ��2(�"���
hcomm =

(hcommL
, hcommR

)
E*�@2Q���'�������$1$!$#��(� ,u2:�

hcomm = Φv ◦− f ◦+ Φ−1
v′

h^B�6��L�v�"�L���'8��LIL���72$�
e′ = (v, v′, hcomm )

�@�
Ecomm

�'�@�<-

5 -/5 k 9 )214j
h 3
f '	+ � WX�'�$�O!$#��Z8���6V���O1�I���E*E}8����@�;��2(�"����1(6;����Y�#��'�
Gcomm

=`�'�0IQ��E*E}8����@�;��2(�"����1(6;����Y�#
Gcomm

�$�'Y�� n 1$�'�Z2(�"�'�(2�� K 1$�}�v�"��l���E %&)�hS� / ��E*Y�� K �'�G�'�(T:�'8�6;2$�QIQ��E*E?�
E}8����@�;��2(�"���{8����a1(2$� K@K 2`,N� K 6��'����� �t�v,N���(Eo��2(�"�����'�{TO8��`���'�.,CB�6;8���6��yh^B�� �(�O���?h K 8�1�1�����# n ��6;�@6;���'�@2L�@E
����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�'���$�O�v8�TO�"�'�(2$�'��xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#��'�*�'�72(# n�K 2^���'�5I���E*E�8����@����2(�"����1(6;����Y�#

Gcomm�'�@���&IL���72$�;9��v�"�`� K 10da���(�Z�"�'�(8���6
,uB�� �v�"�&�'�72$1$Y��$�O!$#��'������h K 8�1$1�����# n ��6;�@6;���'�@2��v�"�&I���E*E�8����@����2(�"����1.�
�$� K ��2(�"���

hcomm

�H�O1(�@2(TO2:9��v�"�L�v�"�LWX�'TO�"�'#Z8���6��'�cTORG�"1$!�#��'�b���'�c�S�'E*Y K ��2$� � � K �'E��'�72$�'�a�H�O1$!$#��$�'�@��2:-
WG��1(�"�'�$�'���g��8v,0���'�`W �'TO�"�'#Z8���6��'�{���'���5�'E*Y K ��2$� � � K �'E��'�Z2$�;95�v�"�?�v8��$!$#g�'�@���
I���E*E}8����@�;��2(�"����1(�$� K �A�
2(�"���

hcomm

�H�O1$!$#��(�"�'�H�'� RG�@�$�y9 K3n 1$1$2�1(�"!$# �'�Z2$1$!$#��'�"���'�<9 ��� ���'� ] 8�6;�(� i K ����� K �"1$2��Z���'����� IQ��E?�
E}8����@�;��2(�"��� �H�'����2(�@6;2�RG�@�$�y-
� 1(2*�v�"�[���'�(2$�'� K 2(8���6P6��'�	��8��'�o1(YH�'TO� ��TO�"�'�(2:9DT�->W`-+����1$1o� K@K �k�S�'E*Y K ��2$� �
=&�@E��'��1(�"�����'� � K �J!$�Jl��'�(2$�'� K 2_1(�@���y9X������� �;����� ����#	����� ���'�kh����(E ���'�kI���E*E}8����@�;��2(�"����1(�$� K ��2(�"���
TO8�1 n 2(T K �"!�#c�H�O1(2(�@E*E}2�R �'�$���'�<9�R � K !$#��O1&I���E*E}8����@�;��2(�"����1(E�8�1(2$�'��1(�"�`�s�O1�!$#��$�'�@��2:-
xJ��E*�@2`�'�72(# n�K 2����'�QIQ��E*E}8����@�;��2(�"����1(6;����Y�#

Gcomm

� K@K �LTO8��`WX�'R0�'�(2(8���6k���'�QIQ��E*E}8����@�;��2(�"���g�����
2(�@6��'� � �v,u���(Eo��2(�"�����'�<- �+�@�{I��;1(2$�'��E��J��� K@K 1(YH�'TO� ��TO�"�'�(2}����#��'��TO8��}WX�'R �'�(2(8���6c�v�"�*I��;1(2$�'�v,u8����J2(�"���

CostFunc
9��v�"���v�"��,u� K 6��'������xZ�@6;�	��2(8��Q�s�O1$�@2(TO2:�

CostFunc : Gcomm → N



� � �6� ����� ��� ��� � 
��r���������*���	��� ��� � � �
�r������� � ��� ������� �
����
?���*
	�p��� ����� WM`

@�j ��j 7 5 3
f!4�=pj�- .0),+6.09 h � 5�-/)/u j6.?+ cd-/=H1aeJ)/.09;3�+65

�`��!$#����'E ���'� F K 6����(�@2(#�E}8�1 TO8��XWX�'�$�O!$#��78���6����'�XI���E*E�8����@����2(�"���_,CB�� �'�@�����P��# K l����V) K ��2(TO�"�'�(8��v�
6��'�c����6��'6��'�H�'�k�"1(2:9J�������k���'�GF K 6����(�@2(#�E�8�1G,uB��G�v�"�&FQ8�1(RX��# K ���'��) K ��2(TO�"�'�(8���6o�����(6��O1(2$� K@K 2GR �'�$���'�<-
F K 6����(�@2(#�E}8�1 BMBL�H�'�$�O!$#����'2&,uB�� �(�O���}I���E����@�	��2(�"���al����e) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�g���'�eI���E*E}8����@�;��2(�"����1(6;���A�
Y�#��'�[8����V�s�'R �'�(2$�'2 �@#��k�v8��$!�#[�v�"�`h�8����J2(�"���

CostFunc
9J�v�"��� K 1 FQ�(6;8�E��'�72XB��H�'�(6��'�s�'�[RG�@�$�y- ] 8�E

xJ!$# K 8�1�10R �'�$���'�k�v�"�Q) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�e��8�1(6��'6��'�s�'�<9J�v�"�&�'�72$1(Y��$�O!�#��'���k���'� IQ�;1(2$�'�v,C8����J2(�"���
CostFunc�v�"���H�O1(2$��I���E*E�8����@����2(�"���a�'�(T:�'8�6;2�#	���H�'�<-

Q � �������
q
���

(G,Av1 , . . . ,Avn ,CostFunc,Φv1 , . . . ,Φvn)

�+�@��67���H�
•
=`�'�V����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�g�$�O�v8�TO�"�'�(2$�PxZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#

G = (V,E)
E*�@2

V =
{v1, . . . , vn}

-

•
h^B����.�O���'�cI`����2$�'�

vi ∈ V
�v�"��de�'��6��L1$�'�@���'��E���6 K �"!�#��'�b) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�

Avi

-

•
�+�@���LIQ�;1(2$�'�v,C8����J2(�"���

CostFunc : Gcomm → N
-

FQ8�1(67���s�
•
h^B����.�O���'�cI`����2$�'�

vi ∈ V
1$�'�@���L��8�1(6��'R n # K 2$�}) K ��2(TO�"�'�(8���6

Φvi

-

5 -25gk 9 )214j
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B;-QxJ�'2(T:�}�v�"���p���(�3��� K �
costbest = ∞

-

A -�WX�O1(2(�@E*E��P�v�"�{F���Tw��# K
mvi

���'�kE���6 K �"!�#��'� ) K ��2(TO�"�'�(8���6��'� ���O1_I`����2$�'��1
vi
,uB��c� K@K �

i ∈
{1, . . . , n}

-

Dv-�WX�O1(2(�@E*E��}�v�"�Ldb�'��6��}���'��I���E}���@�	��2(�"�����'�g���'��E���6 K �"!�#��'�b) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�<�

K = {1, . . . ,mv1} × . . . × {1, . . . ,mvn}

h^B����'�@�
u ∈ K

8����[�'�@�
vi ∈ V

1$�'�
πvi

(u)
�v�"��)+�$� �.�'�J2(�"���c��8v,^�v�"�

i
� 2$��IQ�Z���$�v�@�	��2$�;9	�v�"�&���'E

I`����2$�'�
vi
TO8�6��O���$�v���'2Q�"1(2:-

S�-QxJ�'2(T:�}���'�
n
�t�v�@E��'��1(�"���	� K �'�c���'�J2$���

% ∈ K
��8v,

% = (1, . . . , 1)
-

Wv-�h^B��
�(�O���O1
u ∈ K

�

�N� ��� n # K �`,uB����.�O���'�bI`����2$�'�
vi ∈ V

E*�@2
Φvi

= selπvi
(u)(Avi

)
�'�@���L) K ��2(TO�"�'�(8���6[��8�1:-

�C� �[h^B�#��$� K��$� � ~� $ X ��� �$�
(G,Φv1 , . . . ,Φvn , Gcomm )

�uF K 6����(�@2(#�E}8�1�Ba` �D��8�1:9�8�E ,CB��+�v�"�����Z�
2(8�� K@K ���P��# K ���c) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�a���'�_I���E*E�8����@����2(�"����1(6;����Y�#��'�

Gcomm

TO8_�H�'�$�O!$#����'�<-
�u! �[WX�'2$1(�@E*E��}�v�"�LI��;1(2$�'�

cost
E*�@2

cost = CostFunc(Gcomm )
-

�u� � � 1(2
costbest > cost

9��������c1$�'2(T:�
% = u

8����
cost best = cost

-

Zv-�h^B��
�(�O���'�_I`����2$�'�
vi ∈ V

R n # K �}�v�"�L) K ��2(TO�"�'�(8���6
Φvi

= selπvi
(%)(Av)

��8�1w-

5 -25gk 9 )214j
h 3
fi' ' � FQ8�1(R ��# K ���'���H�'TOB�6 K �"!$#U���'��IQ�;1(2$�'�v,C8����J2(�"���
CostFunc

�H�O1(2$�'� ) K ��2(TO�"�'�(8���6
,uB����.�O���'�cI`����2$�'�b���O1Qf&����Y�#��'�

G



� � �6� ����� ��� ��� � 
��r���������*���	��� ��� � � �
�r������� � ��� ������� �
����
?���*
	�p��� ����� WHB

����� � ���R�����8%���	���� � � � ��� ����������	�%�
!� � �

FQ��1$!$# K �"�'���'���bRG�@�$�cF K 6����(�@2(#�E}8�1sB A l����(6��O1(2$� K@K 2:9 ���'��,uB����'�@�b� K 1��$�O�v8�TO�"�'�(2$�'��xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#
6��'6��'�H�'���O1p)+�$��6;����E*E?,u����6;E��'�72G�v�"�G�H�'TOB�6 K �"!$#[�'�@���'�pI��;1$2$�'�v,C8����J2(�"���

CostFunc
�s�O1(2$��) K ��2(TO�"�'�(8���6

,uB��p�v�"�G�@�72$�'�$�O1�1����72$�'�[I`����2$�'�r���O1+�$�O�v8�TO�"�'�(2$�'�_xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#��'�_��8�1(R n # K 2:-7=����s�'�	RG�@�$�o���	�A�
K ��6�TO8�E F K 6����(�@2(#�E}8�1 BDl����(6��'67����6��'�<-A=&�"�+IQ�;1(2$�'�v,C8����J2(�"���

CostFunc
RG�@�$��l����}��8����'�Ll����(6��'6��'�H�'�<9

1$������1�1S���'�^F K 6����(�@2(#�E�8�1S8��	����# n ��6;�@6`l����
���'E ���'�SIQ�;1(2$�'�v,u8����Z2(�"���
CostFunc

TO8�6;�(8������ K �"�'6��'�����'�
I��;1$2$�'��E��Z��� K@K �"1(2:-
F K 6����(�@2(#�E}8�1�B A 6;�@��2^���'�?Y	���(2(�@2(�"�����"�'�(2$�'�*8����
����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�'�rf&����Y�#��'�

G
��8�1w9wR ���s�'�J,uB�� �(�O���'�

I`����2$�'�_l����
G
�'�@���L) K ��2(TO�"�'�(8���6V��8�1$6��'R n # K 2��"1$2:-

G O V����7~����
��~
�
(GROI , Φ̃ 
 1 , . . . , Φ̃ 
 m ,CostFunc, G,Φv1 , . . . ,Φvn)

�+�@��67���H�
•
=`�'�&�$�O�v8�TO�"�'�(2$�[xZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#

GROI

���O1�TO8P���	� K�� 1(�"�'�$�'�����'�P)��$��6;����E*E?�
,u����6;E��'�72$1:-

•
=&�"� ) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�

Φ̃ 
 1 , . . . , Φ̃ 
 m
� K@K �'� �@E )��$��6;����E*E l��'�(R �'�����'2$�'� FQ�(��� � 1

V
1, . . . ,

V
m
� K 1 K �@���:���$�Lm�� K ��2(�"�����'�<-

•
�+�@���LIQ�;1(2$�'�v,C8����J2(�"���

CostFunc
E*�@2

CostFunc : Gcomm → N
-

FQ8�1(67���s�
•
=`�'�LY	���(2(�@2(�"�����"�'�(2$�V8����{����E*Y	���J2(� ��TO�"�'�(2$�r�$�O�v8�TO�"�'�(2$�kxZ2$� K@K �'���@��1(2�����TO6;����Y�#

G =
(V,E)

-

•
=&�"� ) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�

Φv1 , . . . ,Φvn

���'� �@�72$�'�$�O1$1 ���72$�'� I`����2$�'� ��8�1
V =

{v1, . . . , vn}
-

5 -25gk 9 )214j
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B;-�h^B�#��$� Q �������#���
q
�	�	�
�

(GROI , Φ̃ 
 1 , . . . , Φ̃ 
 m , G,Av1 , . . . ,Avn)
�uF K 6����(�@2(#�E�8�1 [ �5��8�1w9:8�E ���'�

Y	���(2(�@2(�"�����"�'�(2$�'�P8����a����E*Y	���Z2(� ��TO�"�'�(2$�'� f`����Y�#
G = (V,E)

E*�@2
V = {v1, . . . , vn}

8����b,uB��
�(�O���'�cI`����2$�'�

vi ∈ V
�v�"�Ldb�'��6������'��E���6 K �"!$#��'�b) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�

Avi

TO8k�H�O1(2(�@E*E��'�<-

A - �`��!$#Z�s�:���(�H�'�@2(8���6[���'���s�'�$�'�@2$1�6�� ,C8������'���'�c) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�<�

�N� � �u��Y�2(�"���	� K ��h^B�#��$� � ~� ��#
&���
�'
�~��
(Avi

)
�uF K ��6;�(�@2(#�E}8�1�] �0,uB�� �(�O���'�_I`����2$�'�

vi ∈ V
��8�1:9

8�Eq,uB�� �.�O���`de�'��6��
Avi

���'8���) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�b�����v8��$!$#_TO8_�'�(T:�'8�6��'�<9�����1�1�� K@K �&) K ��2(TO�"� �
�(8���6��'�a��8�1

Avi

E*�@2$�'�@�	�������'�&����E}���@���"�'�(2QR0�'�$���'�<-
�C� �[h^B�#��$� n � � � ~��$�J~��� 

(Avi
)
�uF K 6����(�@2(#�E}8�1 ^ � ,uB��
�(�O���'�cI`����2$�'�

vi ∈ V
��8�1:9�1$�o����1$1G,uB��

�(�O���'�cI`����2$�'�
vi
�v�"��de�'��6��

Avi

�Z8���%&)�h �����v,u���(E��L) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�e�'�Z2(# n�K 2:-

Dv-�h^B�#��$� Q � ���
���
q
���

(G,Av1 , . . . ,Avn ,CostFunc,Φv1 , . . . ,Φvn)
�uF K 6����(�@2(#�E�8�1 BMB �_��8�1:9�8�E

��8�1�� K@K �'�aE���6 K �"!$#��'�{IQ��E}���@�	��2(�"�����'�Ml����a) K ��2(TO�"�'�(8���6��'�{�'�@���
IQ��E}���@�	��2(�"���M��8�1$TO87R n # K �'�<9
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`��?897:89<>#�8D� >$�B</A28��E<�C�!/�M�ÔD��B< A2897?(��B7�7<!2<2;=�DC�#E;+�B</>E7)!/> #�8��]C	C2� : < � 89<"��I�;?8g;=<�Y\C/>��M�2<2;%# #:['&#�
� 8��H89; � #H�cI�!���A289<~l58Z> #mT : �=�?8jTbV��]D18���>����2;?8ZA289</8@(*�B7�7<!2<2;=�DC�#E;+�B</>E7<!/> #�8���89<=#ÍI�;?���189�%#H�"A28���89< é C�!�TA�H89;%#TWV��BD18���>M���2;?8ZA289</8MY*� �MC�[ � ��hBJ189<B!2</A
TWV��
89;=</8C!2<>#�8���>����2;?8ZAK�=;?�M�/8jY	<���CI�2�RD��B<B-��$���H8Z>�>$����89< � 897:8Z>M>�89<I�!���A289<D&
L � !2</A2> : # �Z�=;?�M�Y89<=#�>����E;?���=#�89;=<gl58Z> #mTdCI�=�/89;=</897 nT

;RAK;=7:89</>E;+�B<-CI�?89</ÛF�M�2�?89;STT89</>VC�# �1�1A28Z>�>�89< 9 !27���ToC�!/>
TE�B� � 89</A28��1FG!!I�89;?> !2< � CG8Z> #�89�>#Jd

� (i) = $ (f(i))E[C	C@89;2;?>$# � 89;=< nT
;RAK;=7:89</>E;+�B<-CI�?8Z>?Y*� �MC�[1� $ 89;=< nS

;RAK;=7:89</>E;+�B<-CI�?8Z>?Y*� �MC�[�7�;%#�A28��HFG! � �E; q >�TI!2<2�J#E;+�B<
f : ZnT → ZnS

!2</A
i
A28��YA'!����M�NA289<�ÛF�M�2�?89;STT89</>VC�# � � 8 � 8�C@89<�eR</A28PO�D189�J#$���.&�-��$�´E�;=7:89</>E;+�B<

d89<=#E�-CI�%#�89<gAK;?8MY*� �MC�[K>
Nd

`��?897:89<=#�8K&ZE	;?8
k
;L#�8^ÛF���2�?89;STb8PA28Z>]ÛF���2�?89;STb89</>MC�# �H8Z>	�-C�#�TE�B� � 89</A28 > ���E7Nd

� 7 �
k

� �NM �POS� � 3
k

&W�
k

E�8��1-%C��MCI7:8�#�8��Y��O*� � 3
k

>��M��� : <2�>#[AK;?8)�"!eA'!������2�LC�!�Tb89</A289<´`��?897:89<=#�8Q;=<^A28��GE	;=7:89</>�;+�B<
k
89;=<D&Z`9�

I�;%��AN��&��1&8TWV���A289<¹l58Z> #mTdCI�=�X�POS� � 3
1D

CG89<�h�#E; � #H� IO89;=��A/CBA'!������"��A/CB>�>n7YCI< �PO*� � 3 1
�RQ^>�8�# �"#H� TWV��

AK;?8SFG!!IO89;?>$!2< � � "+� 1 ;#� $ " � 1 1�Q,; � C��MCI<=#E;?8�� #�I�;%��Ao�FA/CB>�> � 1 1PQ��189;=</8 ê 8�� #�8�C�!2J18��E�-CI�#C_A28Z>BE[C�#�89<�;�MC�!27:>�D��B< $ ��8PTT8���89<��Z;?8�� #.&$E[CI7�;%# TWV���89;=</8�Y*� �MC�[ � ��hBJ18H!2</AQ89;=</8�eT#�8��MC�#E;+�B</>E7:89< � 8U!2<=#�8���>��M�2;?8ZAK�=;?���/8
(��B7�7)!2<2;=�BC�#E;+�B</>�7<!/> #�8���D18�� � �?89;?�M�!C-C��
>E;=</Ao�$I�;%��A:A28��V-%C��MCI7:8�#�8��X�POS� � 3

k
CG89;-CI�=�?89<�lp8Z> #mT : �=�?89<gD18��m;IO89</A28�#.&

E�8����
89</���27YC��E�2CG8Z>������ : <2�J#�>E;?�M�*C�!�TW/ 8Z>�>$!2< � 89<2TbV��'�P;X!2</A��U;RAK;=7:89</>E;+�B<-CI�?8\Y*� �MC�[K>.&)E�;?8�D18���I�89<�;
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l58Z>$#mT : �=�?8[;=<4lpC	CG89�=�?8n�QC�!�T � 89�=;?>$#�8�#.&
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N1 ∈ {128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192, 16384, 32768, 65536}
shift1 ∈ {0, 1, 5, 128, 1024}�U;RAK;=7
N1 = N2

7�;%#
N1 ∈ {128, 256, 512, 1024, 2048}
shift1 = 0

!2</A
shift2 ∈ {0, 64, 128, 192, 256, 320, 384, 448, 512, 576, 640, 704, 768,

832, 896, 960, 1024}
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f ���������
2D

(i, j) =

(

1 0
0 1

)

·

(

i

j

)

+

(

0
0

)

f ���������
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(i) = i

�PO*� � 3
f �	��

���

2D
(i, j) =

(

1 0
0 1

)

·

(

i

j

)

+

( ��O*� � 3
2

0

)

f �	��

���
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(i) = i +
�POS� � 3

1

C� ����
2D f �����	�

2D
(i, j) =

(

0 1
1 0

)

·

(

i

j

)

+

(

0
0

) ;

1���.��!(�������3
f ����������������� (i, j) =

(

1 0
0 0

)

·

(

i

j

)

+

( �POS� � 3
2

1

) ;
/� �-� ������

f �������������
2D

(i, j) = lookUpTable(i, j) f �������������
1D

(i) = lookUpTable(i)
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1
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1
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1 � 7 �
1
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1
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1
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f1(i) =

(

i

1

)
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â = amin +
1

n

(

n−1
∑

i=1

εi + εmax

)

ê 89;=��<-CB�M�N��C2; � 8��oY	<2<-CI�27:8YCI�=�?8YCI</A28���89<,/ 8Z>�>�IO8�� #�8�<-CI�/82CG89;
amin

�=;?8 � 89<"�o�)hB<2</89<�CI�=�?8 εi
7�;%#

i ∈ {1, . . . , n − 1} � �?89;?���´Ü*!2�=� � 8Z>M8�# �"#GIO8���A289<"�o>$�aA/CB>�>�>E;?���eAK;?8gÛ>!27�7:8�I�;?8jTA�B� � #FD18���89;=<�TdCB���/89<���B>�> #Jd
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